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Inngangur

Allt fram til midrar 19. aldar var pad hofudverkefni i algebru ad leysa pad
sem vid na kollum algebrulegar jofnur. Petta eru jofnur af taginu

ag+a1x+ -+ ax” =0

bar sem z er 6pekkt. Menn gerdu sér pad snemma ljost ad til ad leysa
slikar jofnur pyrfti meira til en grunnreiknigerdirnar fjorar — samlagningu,
fradratt, margfoldun og deilingu. Babyléniumenn uppgétvudu ad til pess ad
leysa jofnur af annarri gradu, p.e.a.s. jofnur af taginu

ap+ a1 + asz? =0

bar sem ay, # 0, purfti adeins ad beeta vid einni reiknigerd — ferningsrotar-
dreetti. Nu & dogum pekkja allir almennu lausnina

—a + vV (112 — 4@0&2

2&2

Forngrikkir enduruppgotvudu petta med ramfraedilegri framsetningu. Peir
reyndu ad leysa almennu jofnuna & sama hatt en tokst ekki. Arabiskir eftir-
menn peirra innleiddu nyjar reiknigerdir — almenna rétardraetti. Evréopubi-
ar midalda leerou steerdfraedi af arobum og reyndu ad leysa almennu jéfnuna
med rétardrattum (og, ad sjalfsogdu, grunnreiknigerdunum fjérum). A fyrri
hluta 16. aldar tokst peim, eftir priggja alda leit, ad finna almennu lausnina &
pridju gradu jofnunni. Skommu sidar fannst almenna lausnin & fjorou gradu
jofnunni. Eftir langa leit ad almennu lausninni & fimmtu gradu jéfnunni kom
i ljos & fyrri hluta 19. aldar ad slik lausn var ekki til ef menn einskordudu sig
vid rotardreetti (og grunnreiknigerdirnar fjorar). Pad var nordmadurinn Abel
sem fyrstur syndi fram & petta og frakkinn Galois sem skyrdi leysanleika n-tu
gradu jofnunnar.

Hér setlum vio ad fjalla um nidurstéour Abels og Galois. Vio munum ad
sjalfsogou nota nitimalegt ordafar og hugsunarhatt. Sér i lagi munum vio
alltaf gera rad fyrir ad studlarnir ag, ay, . . ., a, 1 j6fnunni hér ad ofan séu 1 ein-
hverjum kroppi K. (Pad bydir ad vid gerum rad fyrir ad grunnreiknigerdirnar
fjorar séu til taks.)

Ef vid tdknum margliduna ap+ a1 X + - - - + a, X" med f(X) pa er pad ad
leysa jofnuna hér ad ofan jafngilt pvi a0 finna stak r pannig ad f(r) = 0, b.e.
a0 finna rét r 4 f. Pessi stadreynd tengir athuganir 4 lausnum algebrulegra



jafna yfir K athugunum 4 marglidubaugnum K[X] yfir K. DPessi tenging
kemur sérlega 1 1j6s i vel kunnri setningu sem hér fer 4 eftir.

Setning 1. Stak r i K er rot 4 margliounni f(X) yfir K ba og bvi adeins
ad X —r gangi upp i f(X).

Sonnunin & pessari setningu er lika vel kunn, svo ad 6parfi er ad endurtaka
hana hér. Vio minnum p6 & ad hiin byggist a pvi ad setningin um deilingu med
afgangi gildir i marglidubaugnum. A peirri setningu hvilir lika st stadreynd
ad i K[X] gildir setningin um frumpéttun.

Af Setningu 1 faest svo eftirfarandi setning (med prepun yfir graduna).

Setning 2. Marglida f(X) af gradu n > 1 yfir K hefur i mesta lagi n reetur
i K.

Vid bekkjum morg deemi pess ad marglida f(X) yfir K hafi enga rot { K
en hafi 6t { steerri kroppi L. Til deemis hefur marglidan X2 + 1 enga 16t
i R en hefur r6t i C. Marglidan X? — 2 hefur enga r6t i Q en hefur rot {
R. Marglidan X3 — 2 hefur enga 16t i Q en hefur r6t i R. Af eftirfarandi
setningu sést a0 petta eru ekki tilviljanir.

Setning 3. Gefin sé marglida f(X) af gradu > 1 yfir K. P4 er til kroppur
L, sem inniheldur K sem hlutkropp, pannig ad f(X) hefur rot i L.

S6nnun. Vegna setningarinnar um frumpéttun { marglidubaugnum K[X]
naegir ad sanna setninguna fyrir stadladar frummargliour f(X) yfir K. Vid
latum pa L = K[X]/K[X]f(X) og samséomum K vid mynd hans { L. Ljost
er ad mynd X i L er rot & f(X).
Athugasemd. Gefin sé st60lud frummarglida f(X) af gradu n yfir K. L sé
eins og i sonnuninni og = sé mynd X i L. Af setningunni um deilingu med
afgangi 1 K[X] leidir pa ad sérhvert stak i L ma skrifa & einn og adeins einn
hatt & forminu ag + a1z + - -+ + @p_12" " med ag, ay, ..., an_1 1 K.

Ef til deemis K = R og f(X) = X2+ 1 bé faest L = {a + bz |a,b € R}.
Auk pess gildir 2241 =0, p.e. 22 = —1. Hér er L pvi { raun pad sama og C.

Ef K =Qog f(X)=X?—-2Dafest L ={a+bx|a,be Q}. Auk bess
gildir 22 — 2 =0, b.e.a.s. 2% = 2.

Ef K =Qog f(X) = X3 —2ba faest L = {a + bxr + cx?|a,b,c € Q}.
Auk pess gildir 23 — 2 =0, p.e.a.s. 2° = 2.

Lokasetningin { pessum inngangi samsvarar Setningu 3 fyrir verkefnid ad
finna ,allar® reetur marglidunnar.



Setning 4. Gefin sé marglida f(X) af gradu > 1 yfir K. P4 er til kroppur
L, sem inniheldur K sem hlutkropp, pannig ad f(X) klofnar i linulega peetti
yfir L.

Sonnun. Petta feest af Setningu 3 med prepun.

Pad ad marglidan f(X) i setningunni klofnar i linulega beetti yfir L pydir
ad skrifa ma f(X) =co(X —¢1) -+ (X —¢,) med ¢g,¢1,...,¢, € L. (Ljost er
b6 ad ¢y € K.) Vid segjum oftast einfaldlega ad f(X) klofni yfir L.

Spurningunni um lausnir algebrulegra jafna er alls ekki fullsvarad med
Setningum 3 og 4. Eftir er ad athuga hvada L duga, hvada samband er &
milli tveggja L sem duga, hvort til er eitthvert ,bezta“ L sem dugar o.s.frv.
I pvi sem & eftir fer munum vid almennt athuga kroppa L sem innihalda K
sem hlutkropp.



1 Utvikkanir kroppa
I pessum kafla taknar K alltaf kropp.

Kroppur L, sem inniheldur K sem hlutkropp, er sagdur vera utvikkun a
kroppinum K. I stad utvikkana & K er einnig talad um kroppa yfir K. P4
er gjarna skrifad L/K {stad K C L.

Kroppurinn L sé atvikkun & K. Gefid sé hlutmengi S i L. Audvelt er ad
sja a0 snidmengi allra hlutiatvikkana 4 K { L sem innihalda S er hlutiatvikkun
a4 K 1 L. Pvi er til minnsta hlutatvikkun & K i L sem inniheldur S. Hun er
kollud hlutatvikkunin & K 1 L sem sponnud er af S og er taknud K(.5).

Kroppurinn L er sér 1 lagi vixlin K-algebra. Vid getum pvi eins athugad
allar hlut-K-algebrur i L sem innihalda S. Snidmengi peirra er p4 minnsta
hlut-K-algebran i L sem inniheldur S. Hun er kollud hlut-K-algebran i L
sem sponnud er af S og er taknud K[S]. Pa er K(S) greinilega mengi allra
brota x/y, bar sem x,y € KI[S], y # 0.

Ef S = {s1,...,s,} er endanlegt ba er venjulega skrifad Klsy,...,s,] i
stad K[S] og K(s1,...,8,) 1 stad K(S5). Ljost er ad K|sy,...,s,] er mengi
allra f(s1,...,s,) bar sem f er marglida i n breytum yfir K. Pvi fest ad
K(s1,...,8,) er mengi allra brota f(sq,...,8,)/g(s1,...,S,), bar sem f og
g eru margliour i n breytum yfir K bannig ad g(si, ..., s,) # 0.

Almennt er K[S] er sammengi allra Ksi,...,s,] bar sem {sq,...,s,}
er endanlegt hlutmengi i S. Af bessu leidir ad K(S) er sammengi allra
K(s1,...,8,) bar sem {sy,...,s,} er endanlegt hlutmengi i S.

Utvikkun L 4 K er s6gd vera endanlega sponnud ef til er endanlegt hlut-
mengi S i L pannig ad L = K(95).

Setning 1. Ef L er endanlega sponnud utvikkun & K og M er endanlega
sponnud utvikkun a L pa er M endanlega sponnud utvikkun a K.

Soénnun. Ef L = K(S)og M = L(T) baer M = K(SUT).

Raunar er lika ljost ad ef K C L C M eru utvikkanir pannig ad M er
endanlega sponnud yfir K pa er M lika endanlega sponnud yfir L.

Utvikkun L & K er s6gd vera einfold ef til er stak s { L bannig ad L = K (s).
Ef svo er ba er s sagt vera frumsteett stak fyrir utvikkunina L & K.

L sé utvikkun & K og s sé stak i L. Vorpunin fra K[X]| yfir i L, sem
varpar marglidunni f yfir { f(s), er b4 motun K-algebra. Vid vitum ad K|s]
er mynd pessarar moétunar.



Ef bessi métun er einteek pa er sagt ad stakid s i L sé torreett yfir K. Pa
gefur motunin af sér einsmotun fra K[X]| yfir & K[s]. Af bvi leidir ad K(s)
er einsmoéta K (X), kroppi reedra falla yfir K.

Gerum nt rad fyrir ad métunin sé ekki eintack. Pad pydir ad til er marglioa
fyfir K, f # 0, bannig ad f(s) = 0. Pa er sagt a0 stakid s i L sé algebrulegt
yiir K. Kjarni métunarinnar er idal I { K[X]| og I # {0}. Pad er bvi til
Otvireett akvoroud st6olud marglida p yfir K pannig ad I = K[X]p. Pad
byoir ad f(s) = 0 ba og bvi adeins ad p gangi upp i f. Pessi marglida
p er kollud lagmarglida s yfir K og grada p er lika kollud grada s yfir K.
Moétunin gefur na af sér einsmétun fra K[X]/K[X]p yfir & K|s]. Par sem
K|[s] er hlutbaugur i L og bvi heilbaugur, b4 hlytur p ad vera frummarglida
yfir K. En ba er K[X]/K[X]p kroppur, svo ad K[s| er kroppur. Pad byoir
ad K(s) = K|s].

Ef s € K ba er s augljoslega algebrulegt yfir K. Lagmarglidan er X — s.
Einnig er 1jost a0 ef s hefur grddu 1 yfir K paer s € K.

Utvikkun L 4 K er sogd vera algebruleg ef sérhvert stak i L er algebrulegt
yfir K.

L sé atvikkun 4 K. Pa er L sér 1 lagi vigurram yfir K. Vidd L sem
vigurrams yfir K er kollud grada L yfir K og er taknud [L : K].

L = K(s) sé einfold utvikkun &4 K. Ef s er torraett yfir K pa er K[s] C L
einsmota K[X]. Af pvi leidir ad grada L yfir K er 6endanleg. Gerum ba rad
fyrir ad s sé algebrulegt yfir K og latum p vera lagmargliou s yfir K. Ef n
er grada p pa leidir af athugasemd vio Setningu 3 i innganginum ad stokin
1,s,...,5" ! mynda grunn fyrir L sem vigurram yfir K. Pvi feest ad grada
L yfir K er jofn gradu p, p.e.a.s. jofn gradu s yfir K.

Setning 2. Ef L er atvikkun 4 K og M er atvikkun 4 L ba er
M : K]=[M:L|[L: K]

Soénnun. Ef (u;);e; er grunnur fyrir L yfir K og (v;),es er grunnur fyrir M
yiir L ba er audvelt ad sja ad (u;v;)ier jes €r grunnur fyrir M yfir K.

Utvikkun L & K er sogd vera endanleg ef gradan [L : K| er endanleg.

Setning 3. Ef L er endanleg utvikkun 4 K og M er endanleg utvikkun & L
ba er M endanleg tutvikkun 4 K.

Sonnun. Petta er augljos afleiding af Setningu 2.



Raunar er lika ljost ad ef K C L C M eru utvikkanir pannig ad M er
endanleg yfir K pa er M endanleg yfir L og L endanleg yfir K.

Setning 4. Sérhver endanleg utvikkun & K er algebruleg.

Sonnun. L sé atvikkun & K. Ef L er ekki algebruleg utvikkun & K pa er
til stak s 1 L sem er torreett yfir K. Vid hofum pegar séd ad pa er gradan
[K(s) : K] 6endanleg. En ba er gradan [L : K| lika 6endanleg.

Augljost er ad sérhver endanleg utvikkun er endanlega spénnud.

Setning 5. Ef L = K(si,...,s,) og sérhvert s;, ¢ = 1,...,n, er al-
gebrulegt yfir K pa er L endanleg utvikkun 4 K. Auk Dbess gildir pa ad
L=Kls1,...,5)

Sonnun. Notum prepun yfir n. Vid hofum pegar séd ad petta er rétt ef n = 1.
Efn>1Dbaer K(s1,...,8,) = K(s1,...,8n-1)(Sn) = K(S1,.-.,80-1)[5n]-

Setning 5 segir sér { lagi ad sérhver endanlega sponnud algebruleg utvikkun
sé endanleg.

Setning 6. Ef L = K(S) er utvikkun & K bannig ad sérhvert stak i S er
algebrulegt yfir K pa er L algebruleg utvikkun & K. Auk pess gildir pa a0
L =KI[S].

Sonnun. Ef S er endanlegt pa er petta afleiding af Setningum 5 og 4.
Almenna tilfellid feest af pvi a0 K(.S) er sammengi allra K(s1,...,Ss,), bar
sem {s1,...,s,} er endanlegt hlutmengi i S.

Setning 7. Ef L er algebruleg tatvikkun & K og M er algebruleg ttvikkun a
L ba er M algebruleg utvikkun & K.

Sonnun. Gefid sé stak s 1 M. Par sem M er algebruleg utvikkun & L, bé er
til marglida f # 0 yfir L bannig ad f(s) = 0. Latum Lg vera hlututvikkunina
4 K 1 L sem sponnud er af studlum marglidunnar f. P& er f marglida yfir
Ly og s bvi algebrulegt yfir Ly. Sér i lagi er Lo(s) endanleg utvikkun &
Ly. Nu er Ly endanlega sponnud algebruleg utvikkun 4 K og pvi endanleg
utvikkun 4 K samkveemt Setningu 5. Af Setningu 3 leidir pvi ad Ly(s) er
endanleg utvikkun 4 K og pvi algebruleg samkvaemt Setningu 4. Sér { lagi
er s algebrulegt yfir K.

Raunar er lika ljost ad ef K C L C M eru utvikkanir pannig ad M er
algebruleg yfir K pa er M algebruleg yfir L og L algebruleg yfir K.

Setning 8. L sé utvikkun & K. Latum L, vera mengi allra staka i L sem
eru algebruleg yfir K. Pa er Ly algebruleg utvikkun & K.
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Soénnun. Latum L; = K(Lg). Samkveemt Setningu 6 er L; ba algebruleg
utvikkun & K. En pa er L; C Ly, par med L, = Ly.

L sé utvikkun & K. Utvikkunin L i Setningu 8 er pa kollud algebruleg
lokun K i L. Af Setningu 7 leidir ad ekki er til eiginleg algebruleg hlututvikk-
un 4 Lo i L. Af Setningu 6 leidir pa a0 sérhvert stak i L sem er algebrulegt
yfir Ly er pegar i Ly. Vid tjaum petta med pvi ad segja ad Ly sé algebrulega
lokao 1 L.

Algebruleg lokun Q i C er kollud kroppur algebrulegra talna. Kroppur
algebrulegra talna er oft tdknadur A.

Vid segjum ad kroppur sé algebrulega lokadur ef hann hefur enga eiginlega
algebrulega utvikkun. Petta pydir ad kroppur er algebrulega lokadur pa og
bvi adeins ad hann sé algebrulega lokadur i hvada atvikkun sem er.

Setning 9. Eftirfarandi skilyrdi fyrir kropp K eru jafngild.

(i) K er algebrulega lokadur.

(ii)  Sérhver marglida af gradu > 1 yfir K hefur rot i K.

(i)  Sérhver frummarglida yfir K er linuleg (hefur gradu 1).

S6énnun. (i) = (ii): Ef f er marglida af gradu > 1 yfir K ba er til algebruleg
utvikkun L & K bannig ad f hefur rét i L (samanber Setningu 3 { inngangi).
Ef K er algebrulega lokadur pa er L = K.

(i) = (iii): Augljost (samkveemt Setningu 1 i inngangi).

(iii) = (i): Lagmarglida algebrulegs staks yfir K er frummarglioa yfir K. Ef
lagmarglidan er linuleg pa er stakio { K.

Ef K er algebrulega lokadur pa klofnar sérhver marglioa f yfir K i linulega
baetti yfir K, b.e.a.s. skrifa ma f(X) = co(X —¢1) -+ (X — ¢,) med stokum
Co,C1,---,Cp 1 K. Hin attin gildir a0 sjalfsogou lika.

[ tvinnfallagreiningu er sannad ad C sé algebrulega lokadur kroppur. (Vid
munum koma med adra sénnun & pvi.)

Endanlegur kroppur getur ekki verid algebrulega lokadur. (Sénnun Evklids
& pvi a0 til séu 6endanlega margar frumtélur ma nota til pess ad syna ad til
séu 6endanlega margar stadladar frummarglidur yfir hvada kropp K sem er.
En ef K er algebrulega lokadur péa eru einu stédludu frummargliournar yfir
K marglidurnar X — ¢ par sem ¢ € K.)

Utvikkun L 4 K er s6gd vera algebruleg lokun 4 K ef L er algebruleg
utvikkun & K og L er algebrulega lokadur. Skilyrdid mé orda pannig ad L



sé algebruleg utvikkun 4 K pannig a0 ekki sé til , steerri“ algebruleg utvikk-
un 4 K, p.e.a.s. algebruleg utvikkun 4 K sem inniheldur L sem eiginlegan
hlutkropp.

Setning 10. L sé algebrulega lokud utvikkun 4 K. Pa er algebruleg lokun
K 1 L algebrulega lokud.

Sonnun. Latum Lj vera algebrulega lokun K i L. Gefin sé marglioa f af
gradu > 1 yfir Ly. Par sem L er algebrulega lokadur, pa hefur f rot s i L.
Par sem f(s) =0, ba er s algebrulegt yfir Ly. Samkvemt Setningu 7 er s ba
algebrulegt yfir K. En pa er s 1 L.

Samkvaemt Setningu 10 er A algebrulega lokadur kroppur.

L sé algebruleg utvikkun & K. Ef K er ekki endanlegur pa hefur L
somu fjoldatolu og K. (Latum c vera fjoldatélu K. Mengi allra stadladra
marglida af gradu n yfir K hefur pa fjoldatolu c¢™. Hver slik marglida hefur
i mesta lagi n reetur 1 L. Mengi R,, allra staka { L sem eru rot & einhverri
stadladri marglidu af gradu n yfir K hefur pvi fjoldatolu < nc”. Par sem c
er 6endanleg, b4 er nc® = c. Nu er L sammengi allra R,, n = 1,2,3,...,
og teljanlegt sammengi mengja med fjoldatolu < c, par sem c er 6endanleg,
hefur fjoldatolu < c.) Af bessu leidir t.d. ad kroppurinn A er teljanlegur.

Ef K er endanlegur pa feest (med svipudum rokum) ad L er teljanlegur.

Setning 11. Sérhver kroppur K hefur algebrulega lokun.

Sonnun. Veljum okkur mengi U sem inniheldur K pannig ad fjoldatala U
sé steerri en fjoldatala K. Ef K er endanlegur pa veljum vio U bannig ad U
sé auk pess oteljanlegt.

Med lemma Zorns faest ad til er algebruleg utvikkun L & K sem er inni-
haldin { U (sem mengi) pannig ad ekki sé til eiginleg utvikkun M & L sem er
algebruleg yfir K og er innihaldin { U (sem mengi).

Gerum nu rad fyrir ad L sé ekki algebrulega lokadur. Pa er til eiginleg
algebruleg utvikkun M & L, sem er pa einnig algebruleg utvikkun & K. Par
sem M hefur somu fjoldatolu og K (ef K er ekki endanlegur) og U hefur
steerri fjoldatolu en K, pa hefur mengjamismunurinn M ~\ L minni fjéldatolu
en U ~ L. Pad er pvi til einteek vorpun M ~ L — U ~ L. Pad pydir ad vid
megum gera rad fyrir ad M ~ L C U ~ L og barmed M C U. En bad er
i motsogn vid skilgreinandi eiginleika L. Pvi hlytur L ad vera algebrulega
lokadur.

Ef K er endanlegur péa er M teljanlegur og vid faum eins og 4dur ad M ~\. L
hefur minni fjéldatolu en U \ L.



Vid munum bratt sja ad allar algebrulegar lokanir & K eru { edlilegum
skilningi eins.

Ly og Ly séu utvikkanir & K. Kroppamétun ¢ : Ly — Ly er so6gd vera
motun utvikkana & K, eda K-motun, ef p(a) = a fyrir 6ll a € K.
Allar kroppamoétanir eru eintaekar. Sér 1 lagi eru K-motanir eintaekar.

Setning 12. L sé algebruleg utvikkun & K og ¢ : L — L sé¢ K-moétun. Pa
er ¢ einsmoétun.

Sonnun. Gefid sé r € L. Latum p vera lagmargliou r yfir K og latum S
vera mengi allra rota & p 1 L. Ljost er a0 ¢ varpar S yfir i S. Par sem ¢
er eintaek og S er endanlegt, ba leidir af pessu ad ¢(S) = S. Sér i lagi faest

r € ¢(S) og bvir € p(L).
Neaestu setningar fjalla um tilvist K-motana.

Setning 13. K(r) sé einfold algebruleg utvikkun & K og p sé lagmarglida r
yfir K. Gefin sé utvikkun L & K og stak s { L bannig ad p(s) = 0. Pa er til
ein og adeins ein K-moétun ¢ @ K(r) — L bannig ad ¢(r) = s.

S6nnun. Latum z vera deild X { K[X]/K[X]p. Paer K[ X|/K[X]p = K|x].
Med E,.(f) = f(r) er skilgreind métun K-algebra E, : K[X] — K(r) sem
varpar X { r. Samkveemt umfjolluninni & undan Setningu 1 gefur E, af sér
K-einsmétun ¢, : K[r] — K(r) sem varpar x { 7. A sama hatt feest K-m6tun
es : K[z] — L sem varpar z { s. Vid latum nt ¢ = g,0¢,7 1. Ljost er ad ekki
er til nema ein slik K-motun ¢, pvi ad ; er eina métun K-algebra Kz] — L
sem varpar x { s.

Athugasemd. Par sem p er frummarglida yfir K og p(s) = 0, ba hlytur p
a0 vera lagmarglioa s yfir K.

Ef x : K1 — K5 er kroppamétun, Ly er utvikkun 4 K7 og Lo er utvikkun
a Ky ba er sagt ad kroppamétun ¢ : L1 — Ly sé x-motun ef p(a) = x(a)
fyrir 6ll @ € K;. Svo ad K-moétun er pa pad sama og id x-motun.

Nt sé Ki(r) einfold algebruleg utvikkun & K og p lagmarglida r yfir K.
Gefin sé kroppamétun x @ K; — Ko, utvikkun Ly & K5 og stak s 1 Ly pannig
ad x(p)(s) = 0. (Hér er x(p) marglidan yfir K5 sem faest med pvi ad nota x
4 studla marglidunnar p yfir K;.) Eins og { Setningu 13 faest pa ad til er ein
og adeins ein x-moétun ¢ : Ki(r) — Lo bannig ad ¢(r) = s.

Segja méa ad petta sé ljost 1t fra Setningu 13 pvi ad y gefur af sér einsmot-
un fra K yfir & x(K;). En athuga ber ad x(p) barf ekki ad vera frummarglida
yiir Ky, svo ad x(p) barf ekki ad vera lagmarglida s yfir K.
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Setning 14. L sé algebruleg atvikkun & K og M sé algebrulega lokud
utvikkun & K. Péa er til K-métun ¢ : L — M.

Sonnun. Med lemma Zorns faest ad til er hlutitvikkun A & K { L og K-
moétun ¢ : A — M bannig a0 ekki er haegt ad framlengja ¢ 4 einhverja steerri
hlutatvikkun & K 1 L.

Gerum nu r&d fyrir ad A # L. Veljum r € L pannig ad r ¢ A og latum p
vera lagmargliou r yfir A. Par sem M er algebrulega lokad, ba hefur ¢(p) rot
s 1 M. Samkveemt Setningu 13 (og umrasedunni par & eftir) er til p-motun
X : A(r) — M. En ba er y lika K-moétun sem utvikkar ¢. Petta er i motsogn
vid eiginleika A og . Pvi hlytur A = L.

Af sonnun Setningar 14 er ljost ad ef Ly er hlutatvikkun 4 K 1 L og
wo : Lo = M er K-moétun pa ma velja K-moétunina ¢ 1 setningunni pannig
ad @ sé framlenging & y.

Pad er lika haegt a0 utvikka Setningu 14 1 anda umraedunnar & eftir Setn-
ingu 13. P4 faest eftirfarandi.

Gefin sé kroppamoétun x : Ky — K, algebruleg utvikkun L; 4 K; og
algebrulega lokud atvikkun L, & Ks. Pa er til y-métun ¢ @ Ly — Lo.

Segja ma ad petta sé ljost at fra Setningu 14 pvi ad y gefur af sér eins-
motun fra K yfir & x(K7).

Setning 15. Sérhverjar tveer algebrulegar lokanir & K eru einsmoéta yfir K
(b.e.a.s. K-einsmota).

Sonnun. L og M séu algebrulegar lokanir & K. Samkvaemt Setningu 14 er til
K-métun ¢ : L — M. Par sem (L) er einsmota L, ba er p(L) algebrulega
lokadur. Par sem ¢(L) C M og M er algebruleg utvikkun 4 K, ba hlytur
p(L) =M.

Gefin sé marglida f af graou > 1 yfir K. Vid skulum segja ad utvikkun
L & K sé rotarkroppur fyrir f yfir K ef f hefur ré6t i L en ekki i nokkurri
eiginlegri hlututvikkun & K 1 L.

Vid vitum ad til er utvikkun L & K bannig ad f hefur rét i L. Ef r € L
er rot & f ba er 1jost ad f hefur rot i K(r), nefnilega rotina r. Par sem r
er algebrulegt yfir K, ba er K(r) endanleg utvikkun & K. En ba er 1jost ad
K (r) inniheldur rétarkropp fyrir f yfir K. Pad eru pvi til rétarkroppar fyrir
f yfir K og sérhver slikur er endanlegur yfir K.

Setning 16. f sé frummarglida yfir K og L sé rétarkroppur fyrir f yfir
K. Gefin sé utvikkun M & K pannig ad f hafi r6t i M. P& er til K-métun
w:L— M.
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Soénnun. Efr € Lerrot & f ba hefur frot i K(r). Par sem L er rotarkroppur
fyrir f yfir K, ba leidir af pessu ad L = K (r). Vid notum na Setningu 13.

Setning 17. f sé frummarglida yfir K. Pa eru sérhverjir tveir rétarkroppar
fyrir f yfir K einsmoéta yfir K.

Sonnun. L og M séu rétarkroppar fyrir f yfir K. Samkveemt Setningu 16
er til K-motun ¢ : L — M. Par sem [ hefur rot { L, ba hefur f rot i o(L).
En ba hlytur (L) = M.

Gefin sé marglida f yfir K, f # 0. Utvikkun L &4 K er sogd vera klofn-
ingskroppur fyrir f yfir K ef f klofnar yfir L en ekki yfir nokkra eiginlega
hlutatvikkun & K 1 L.

Vid vitum ad til er atvikkun L & K bannig ad f klofnar yfir L. Ef vio
skrifum f = a(X —¢1) -+ (X —¢,) med a € K og c1,...,c, € L ba er 1jost
ad f klofnar yfir K(cy,...,c,). Par sem cy,..., ¢, eru algebruleg yfir K,
ba er K(ci,...,c,) endanleg utvikkun 4 K. En ba er ljost ad K(cq,...,¢,)
inniheldur klofningskropp fyrir f yfir K. Pad eru pvi til klofningskroppar
fyrir f yfir K og sérhver slikur er endanlegur yfir K.

Setning 18. f sé marglida yfir K, f # 0, og L sé klofningskroppur fyrir
f yfir K. Gefin sé utvikkun M & K pannig ad f klofni yfir M. Pa er til
K-métun ¢ : L — M.

Soénnun. Skrifum f =a(X —¢)--- (X —¢,) med ¢y, ..., ¢, € L. Pa klofnar
fyfir K(ci,...,¢,), svo a0 L = K(cy,...,¢,). Sér i lagi er L algebruleg
utvikkun & K. Latum N vera algebrulega lokada utvikkun 4 M. Samkveaemt
Setningu 14 er pa til K-métun ¢ : L — N. Med pvi ad nota hana a f
feest ad f = o(f) = a(X — p(c1)) - (X — p(cy)). Par sem f klofnar yfir
M, ba hljota reeturnar ¢(¢;), ¢ = 1,...,n, allar ad vera i M. En ba er
o(L) = K(p(c1), ..., () € M.

Setning 19. f sé marglida yfir K, f # 0. P& eru sérhverjir tveir klofn-
ingskroppar fyrir f yfir K einsmoéta yfir K.

Sonnun. L og M séu klofningskroppar fyrir f yfir K. Samkvemt Setningu
18 er til K-métun ¢ : L — M. Par sem f klofnar yfir L, pa klofnar f yfir
©(L). En ba hlytur ¢(L) = M.

Utvikka ma hugtakid klofningskroppur marglidu. Gefin sé fjolskylda
(fi)icr af marglidum f; # 0 yfir K. Utvikkun L & K er ba sogd vera klofn-
ingskroppur fyrir fjolskylduna (f;);e; yfir K ef sérhvert f;, i € I, klofnar yfir
L en engin eiginleg hlututvikkun 4 K 1 L uppfyllir petta skilyrai.

M sé einhver atvikkun & K sem uppfyllir skilyroid. M geeti til deemis verid
algebruleg lokun & K. Audvelt er ad sja ad sniomengi allra hlutitvikkana a
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K i M sem uppfylla skilyroid er utvikkun & K sem uppfyllir skilyrdio. Petta
snidmengi er pvi klofningskroppur fyrir (f;):e; yfir K. Raunar er 1jost ad
betta snidmengi er K (S) bar sem S er mengi allra staka { M sem eru rot a
einhverri marglidanna f;, ¢ € I. Pad eru pvi til klofningskroppar fyrir (f;)cr
yfir K og sérhver slikur er algebrulegur yfir K.

Setning 18+. (f;)ier sé fjolskylda af marglioum f; # 0 yfir K og L sé
klofningskroppur fyrir (f;);e; yfir K. Gefin sé utvikkun M 4 K bannig ad
sérhvert f;, ¢ € I, klofni yfir M. Pa er til K-métun ¢ : L — M.

Sonnun. Latum S vera mengi allra staka i L sem eru rét & einhverri marglio-
anna f;, @ € I. Pa klofnar sérhvert f;, ¢ € I, yfir K(5), svo ad L = K(S). Sér
i lagi er L algebruleg utvikkun 4 K. Latum N vera algebrulega lokada tt-
vikkun & M. Samkveemt Setningu 14 er pa til K-métun ¢ : L — N. Latum
T vera mengi allra staka i IV sem eru rét a einhverri marglidanna f;, ¢ € I.
Par sem sérhvert f;, ¢« € I, klofnar yfir M, paerT'C M. Ef na s € S er 16t
a fi, bar sem i € I, ba er ¢(s) 1ot & f;, svo ad ¢(s) € T, sér i lagi ¢(s) € M.
En ba er (L) = K(p(S)) C M.

Setning 19+. (f;)ies sé fjolskylda af marglidum f; # 0 yfir K. Pa eru
sérhverjir tveir klofningskroppar fyrir (f;);c; yfir K einsmota yfir K.
Sonnun. Petta faest af Setningu 18+ 4 sama hatt og Setning 19 fékkst af
Setningu 18.

Ef fjolskyldan (f;);c; af marglidum f; # 0 yfir K er endanleg og f er
margfeldi stakanna i fjolskyldunni pa er klofningskroppur fyrir (f;);c; yfir K
bad sama og klofningskroppur fyrir f yfir K. Klofningskroppur fjélskyldu
allra marglida # 0 yfir K er hinsvegar pad sama og algebruleg lokun a4 K.
(Petta er audveld afleiding af pvi ad sérhvert stak i algebrulegri lokun 4 K
er rot & einhverri marglidu # 0 yfir K.) Pad méa bvi lita & Setningu 15 sem
sértilfelli af Setningu 19+.
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1, Teikning med sirkli og reglustiku

Pad er sigilt verkefni 1 flatarmyndafraedi ad teikna mynd ut fra gefinni
mynd med pvi ad nota adeins sirkil og reglustiku.

Gefna myndin samanstendur af einstokum punktum og heilum linum og
hringjum. Pad sem gera ma er a0 draga beina linu { gegnum tvo gefna punkta
og teikna hring, sem hefur midju i gefnum punkti og radius sem er fjarleegd
4 milli tveggja gefinna punkta, og finna skurdpunkta slikra lina og hringa.

I raun eru pad adeins punktarnir sem skipta mali, pvi ad lina akvardast
af tveim punktum og hringur akvardast af midpunktinum og radiusnum. Pad
er alltaf gert rad fyrir a0 gefnu punktarnir séu ad minnsta kosti tveir.

Innleidum na hnitakerfi pannig ad einhverjir tveir gefnu punktanna séu
0 og 1 & lddsnum. Latum K vera utvikkunina 4 Q i R sem er sponnud af
hnitum allra gefnu punktanna. Linur og hringir, sem leyfilegt er ad teikna,
hafa pa jofnur med studlum i K. Skurdpunktur tveggja slikra lina hefur péa
lika hnit i K og til ad finna hnit skurdpunkta linu og hrings eda tveggja
hringa parf i mesta lagi ad draga ferningsrot af jakveedu staki i K, svo ad
hnitin liggja i K eda { utvikkun K; af K i R bannig ad [K; : K| = 2.

Med pvi ad halda svona afram sjaum vid a0 ef haegt er ad teikna einhvern
punkt Gt frd gefnu punktunum pa liggja hnit hans { atvikkun L af K i R,
sem er pannig ad til er runa af dtvikkunum K = K C K; C--- C K, =L
bannig ad [K;: K; 1] =2,i=1,2,...,n.

Petta gildir raunar { hina attina lika. Ef til er svona runa pannig ad hnit
punkts liggja 1 L péa er haegt ad teikna punktinn ut fra gefnu punktunum.
Petta byggist 4 pvi ad ut fra strikum af lengdum a og b ma teikna strik af
lengdum a + b, |a — b|, ab, a/b og \/a.

K sé atvikkun 4 Q 1 R. Stak s 1 R er pa sagt vera teiknanlegt ut fra K
ef til er runa af atvikkunum K = Ky C K; C --- C K,, med [K; : K; 1] = 2,
1 =1,2,...,n, pannig a0 s € K,. Mengi allra slikra staka s er pa kroppur
— utvikkun & K 1 R. Pessi kroppur er kalladur kroppur teiknanlegra talna
ut fra K.

Athugum ad ef s er teiknanlegt ut fra K og K, er eins og ad ofan pé er
[K,, : K] =2" veldi af 2. Par sem [K(s) : K| gengur upp i [K,, : K|, ba feest
ad [K(s) : K] er lika veldi af 2. Petta synir ad ef s er teiknanlegt ut fra K
bé er s algebrulegt yfir K og [K(s) : K] er veldi af 2. (Hin attin gildir ekki.)

Teiknanlegar tolur ut fra Q eru einfaldlega sagdar vera teiknanlegar og
kroppur teiknanlegra talna ut fra Q er kalladur kroppur teiknanlegra talna.
Hann er stundum taknadur med K.
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Hér & eftir notum vid pessar nidurstodur til ad syna ad nokkur af peim
teikniverkefnum, sem forngrikkir glimdu vid, séu dleysanleg.

Tvofoldun tenings

Gefid sé strik. Vid hugsum okkur tening sem hefur lengd striksins fyrir
hlidarlengd. Teikna skal ut fra gefna strikinu annad strik pannig ad tilsvar-
andi teningur hafi tvofalt rammal upphaflega teningsins.

Hlutfall strikalengdanna er /2. Ef verkefnid veeri leysanlegt ba veeri pvi
talan v/2 teiknanleg. En bad er hin ekki, bvi ad [Q(v/2) : Q] = 3.

briskipting horns

Gefid sé horn. Teikna skal ut fr4 gefna horninu annad horn sem er prioj-
ungur gefna hornsins ad steerd.

Ef einingarstrik er gefid pa er pad a0 teikna horn af sterd 6 jafngilt
bvi ad teikna strik af lengd cosf. Ad verkefnid sé leysanlegt fyrir horn af
steerd 6 pyoir pvi ad talan cosg sé¢ teiknanleg ut fra Q(cosf). Nu gildir
almennt ad 4 cos® g — 3 cos g = cos ), svo ad petta pydir ad rét & margliounni
4X3—3X —cos 0 sé teiknanleg 1t fra Q(cos #). Ef bessi marglida er 6pattanleg
yfir Q(cos 0) ba er verkefnid ekki leysanlegt, bvi ad ba hefur ro6t 4 marglidounni
gradu 3 yfir Q(cos ). Verkefnid er pvi adeins leysanlegt ad bessi marglida
hafi rot { Q(cosf). Pad er almennt ekki rétt. Til deemis er pbad ekki rétt ef

6 = 60°, bvi ad audvelt er ad sja ad marglidan 4X3 — 3X — % hefur enga rot
iQ.

Ferningun hrings

Gefinn sé hringur. Teikna skal ut fra hringnum strik pannig ad ferning-
ur, sem hefur lengd striksins sem hlidarlengd, hafi sama flatarmél og gefni
hringurinn.

Hlutfall lengdar striksins og radfuss hringsins er /7. Ad verkefnid sé
leysanlegt bydir pvi ad talan /7 sé teiknanleg, sem er jafngilt pvi ad talan
7 sé teiknanleg. En syna ma ad talan 7 sé ekki einu sinni algebruleg yfir Q,
svo a0 verkefnid er 6leysanlegt.
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2 Normlegar tutvikkanir og adskiljanlegar atvikkanir
I pessum kafla taknar K alltaf kropp.

Algebruleg utvikkun L & K er sogd vera normleg utvikkun & K ef fyrir
sérhvert stak s 1 L gildir ad lagmarglida s yfir K klofnar yfir L.

Petta skilyrdi pyoir ad sérhver frummarglioa yfir K, sem hefur rot 1 L,
klofnar yfir L. Ef vid einskordum okkur vio stok i einhverri akvedinni algebru-
lega lokadri itvikkun & K sem inniheldur L p& ma orda skilyrdid pannig ad
ef frummarglida yfir K hefur rot 1 L pa eru allar reetur hennar 1 L.

Vid minnum & a0 ef L er algebruleg utvikkun & K péa er til algebrulega
lokud utvikkun M & K sem inniheldur L. Vid geetum t.d. valid M sem
algebrulega lokun &4 L. Algebrulega lokada utvikkunin M & K geeti lika veriod
gefin. Vio vitum ad pa er til K-métun ¢ : L — M. Pa getum vid athugad
©(L) istad L.

Setning 1. L sé¢ algebruleg utvikkun & K og M sé algebrulega lokud utvikk-
un & K sem inniheldur L. P& er L normleg atvikkun & K ba og pvi adeins
ad fyrir sérhverja K-moétun ¢ : L — M gildi ad ¢(L) = L.

Sonnun. L sé normleg utvikkun & K og ¢ : L — M sé K-mo6tun. Gefid
sé r € L. Latum p vera lagmargliou r yfir K. Par sem r er rot a p, pa er
o(r) lika ro6t & p. En L inniheldur allar reetur p i M, svo ad af pessu leidir
ad p(r) € L. Petta synir ad ¢(L) C L. Af Setningu 12 { Kafla 1 leidir na ad
o(L) = L.

N1 sé gefid ad fyrir sérhverja K-motun ¢ : L — M gildi ¢(L) = L. Gefid
sé v € L med lagmargliou p yfir K. Gefin sé 16t s & p { M. Samkvemt
Setningu 13 { Kafla 1 er til K-moétun ¢q : K(r) — M med po(r) = s.
Samkvaemt umraedunni & eftir Setningu 14 i Kafla 1 ma framlengja ¢ i
K-métun ¢ : L — M. Samkveemt forsendu er ba ¢(L) = L, sér i lagi
s = p(r) € L. Petta synir ad L inniheldur allar reetur & p i M.

Setning 2. Utvikkun L & K er normleg ba og pvi adeins ad til sé fjclskylda,
(fi)ier af marglioum f; # 0 yfir K bannig ad L sé¢ klofningskroppur fyrir
(fi)ier yfir K.
Sonnun. L sé normleg utvikkun & K. Fyrir sérhvert s € L latum vid p, vera
lagmargliou s yfir K. Pa er L greinilega klofningskroppur fyrir fjélskylduna
(ps)seL yﬁl" K. -

L sé klofningskroppur fyrir fjolskylduna (f;);e; yfir K. Latum K vera
algebrulega lokun & K sem inniheldur L. P4 er L = K(S) bar sem S er
mengi allra staka { K sem eru rét 4 einhverri marglidanna f;, i € I. Gefin sé
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K-métun ¢ : L — K. Par sem ¢ varpar 16t & f; 1 rot & f;, ba er ¢(S) C S.
Af bvi leidir ad ¢(L) C L. Af Setningu 12 { Kafla 1 leidir pba ad ¢(L) = L.

Samkvaemt Setningu 1 synir petta ad L er normleg tatvikkun & K.

Setning 3. L sé endanleg normleg utvikkun & K. Pa er til marglida f # 0
yfir K pannig ad L sé klofningskroppur fyrir f yfir K.

S6nnun. Skrifum L = K(s1,...,$,). Latum p; vera lagmargliou s; yfir K,
t=1,...,n. Paer L klofningskroppur fyrir margfeldid f = p;---p, yfir K.

Hin attin gildir ad sjalfségou lika. Néanar tiltekid gildir ad ef L er klofn-
ingskroppur fyrir marglidou f af gradu n yfir K béa er [L : K] < n!l. Pad sést
med pvi ad mynda L 1 skrefum ut fra K, beeta vid einni rét & f { einu.

L sé algebruleg utvikkun 4 K. Normleg atvikkun N & K sem inniheldur
L er s6g0 vera normleg lokun & L yfir K ef engin eiginleg hlutitvikkun 4 K
i N, sem inniheldur L, er normleg.

Latum S vera eitthvert hlutmengi i L pannig ad L = K(S). (Til deemis
geeti S = L.) Fyrir sérhvert s € S latum vio p, vera lagmargliou s yfir K.

M sé einhver normleg utvikkun & K sem inniheldur L. P& hefur sérhvert
s, s € S, 16t 1 M, nefnilega rotina s. Par sem M er normleg yfir K, pa leidir
af pessu ad sérhvert p,, s € 9, klofnar yfir M.

N sé M einhver atvikkun 4 K sem inniheldur L pannig ad sérhvert p,,
s € S, klofnar yfir M. P& inniheldur M klofningskropp N fyrir (ps)ses yfir
K. Par sem N inniheldur allar reetur sérhvers p,, s € S, ba er sér i lagi
S C N, par med L C N. Auk pess er N normleg utvikkun 4 K samkveemt
Setningu 2.

Af bessu 6llu sést ad atvikkun N & K sem inniheldur L er normleg lokun
a L yfir K ba og bvi adeins ad N sé klofningskroppur fyrir (ps)ses yfir K. En
bar sem L C N og L = K(S), bé er bad jafngilt pvi ad N sé klofningskroppur
fyrir (ps)ses yfir L.

Sér 1 lagi feest ad til eru normlegar lokanir & L yfir K. Auk pess getum
vid notad setningar um klofningskroppa til ad sanna setningar um normlegar
lokanir. Pannig feest eftirfarandi setning.

Setning 4. L sé algebruleg utvikkun & K. Pa eru sérhverjar tveer normlegar
lokanir & L yfir K einsmoéta yfir L.

Setning 5. L sé endanleg utvikkun & K. P& er normleg lokun & L yfir K
lika endanleg.

Sonnun. Vid notum umrzeduna 4 undan Setningu 4. Par sem L er end-
anleg yfir K, b4 getum vid valid S endanlegt. Vid getum pvi latid N vera
klofningskropp fyrir eina margliou yfir K.
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Vid munum sidar sja ad ef L er endanleg utvikkun & K og N er normleg
lokun & L yfir K paer [N : K] < [L: K]

Vio ljukum umfjélluninni um normlegar utvikkanir hér med setningu um
tilvist K-motana.

Setning 6. L sé algebruleg ttvikkun 4 K og N sé normleg utvikkun &4 K
sem inniheldur L. Gefin s¢ K-métun ¢ : L — N. P4 mé framlengja ¢ 1
K-einsmétun y : N — N.

Sénnun. Latum K vera algebrulega lokun 4 K sem inniheldur N. Sam-
kveemt umraedunni & eftir Setningu 14 { Kafla 1 méa framlengja ¢ i K-métun
X : N = K. En bar sem N er normleg yfir K, b4 hlytur x(N) = N sam-
kveemt Setningu 1.

L sé algebruleg utvikkun & K og M sé algebrulega lokud utvikkun a K.
Samkveemt Setningu 14 i Kafla 1 er pa til K-moétun L — M. Pessi K-moétun
parf ekki ad vera otvirsett dkvoroud. Vio vildum pvi gjarna vita hve margar
slikar K-moétanir eru til. Af ymsum demum meetti setla ad fjoldi peirra veeri
jafn [L : K. Pad er ekki alltaf rétt.

Athugum fyrst tilfellid ad L = K(s) sé einfold algebruleg utvikkun & K.
Latum p vera lagmarglidu s yfir K. Péa er [L : K] jafnt gradu p. Samkveemt
Setningu 13 1 Kafla 1 er fyrir sérhverja rot ¢t & p i M til ein og adeins ein
K-métun ¢ : L — M med ¢(s) = t. Fjoldi K-métana ¢ : L — M er bvi
jafn fjolda mismunandi réta & p i M. Pessi fjoldi er pvi ekki meiri en grada
p, b.e.a.s. ekki meiri en [L : KJ.

f # 0sé marglioa yfir K. Veljum algebrulega lokada utvikkun M 4 K. Pa
klofnar f yfir M, segjum f = co(X —¢;) -+ (X —¢,) med ¢y, cq,...,c, € M.
Fj6ldi mismunandi rota & f i M er ba jafn fjolda staka { menginu {cy, ..., ¢, }.
Pessi fjoldi er 6hadur valinu & M pvi ad pad naegir ad athuga algebrulegu
lokunina 4 K sem innihaldin er i M. En allar algebrulegar lokanir 4 K eru
einsmoéta yfir K. Vid segjum pvi einfaldlega ad petta sé fjoldi mismunandi
rota a f.

Fj6ldi mismunandi réta & f er a0 sjalfsogou aldrei meiri en grada f. Sagt
er a0 f sé adskiljanleg ef fjoldinn er jafn gradu f. Ef M er eins og hér ad ofan
bé byodir petta ad stéoludu linulegu peettirnir X —¢;, i =1,...,n, 1 f eru allir
mismunandi. Vid ordoum betta lika pannig ad reetur f séu allar mismunandi.

Afleida marglidu f = >"7" ja; X" yfir K er skilgreind sem marglidan [’ =
S e Xt yfir K.
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Afleiduvorpunin K[X] — K[X], f — f', er greinilega K-linuleg. Enn-
fremur gildir (fg)' = f'g + f¢' fyrir allar marglidur f og g yfir K. (Med pvi
ad nota ad afleiduvorpunin er K-linuleg neegir ad sanna petta fyrir tilfellin
f=X"og g= X7 bar sem 7,7 > 0. En i pessum tilfellum er reglan augljos.)

Setning 7. Marglida f # 0 yfir K er adskiljanleg ba og bvi adeins ad f og
/' hafi engan sameiginlegan patt.

Sonnun. M sé utvikkun & K bannig ad f klofnar { linulega paetti yfir M,
segjum
f=cX —c) (X —cp)

meo cg, C1,...,C, € M. Med pvi ad nota regluna fyrir afleidu margfeldis faest
ba ad

f= ZCo(X —c) (X =) (X =) (X =)

bPatturinn X — ¢; 1 f gengur upp { alla lidi pessarar summu nema kannski
j-ta lidinn. Hann gengur upp i j-ta lidinn pa og pvi adeins a0 til sé i # j
bannig ad ¢; = ¢;. Af bessu sést ad f og f’ hafa engan sameiginlegan patt yfir
M bé og bvi adeins ad f sé adskiljanleg. Vid notum nt ad steersti samdeilir
marglida f og g yfir K er sa sami hvort sem reiknad er yfir K eda M.

Ef f er frummarglida yfir K pa geta f og f’ engan sameiginlegan patt
haft nema f gangi upp i peim badum. Par sem grada f’ er minni en grada f,
ba gengur f ekki upp i f' nema f’ = 0. En hveneer er f’ = 0 fyrir margliou
f yfir K7

Skrifum f = > ja; X" Paer f/ =3 " ia; X" svoad f =0 ba og
pvi adeins ad ia; = 0 fyrir i = 1,...,n. Ef kennitala K er 0 pa pydir petta ad
a; =0 fyrire=1,...,n, svo ad f er fasti. Ef kennitala K er p > 0 pa pyoir
petta adeins ad a; = 0 ef p gengur ekki upp i 7, svo ad f = Zg.i/g] ;X7
b.eas. f e K[X?].

Vid faum pvi tvo tilfelli.

Ef kennitala K er 0 pa er sérhver frummarglioa yfir K adskiljanleg.
Ef kennitala K er p > 0 ba er frummarglida f yfir K adskiljanleg pa
og bvi adeins ad f ¢ K[XP?].

K er sagdur vera fullkominn ef sérhver frummarglioa yfir K er adskiljan-
leg.
Ef kennitala K er 0 pa er K fullkominn samkvaemt ofansogdu.

Setning 8. K hafi kennitolu p > 0. K er fullkominn pa og pvi adeins ad
sérhvert stak { K sé p-ta veldi staks 1 K.
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Sonnun. Sérhvert stak i K sé p-ta veldi staks i K. Gefin sé marglida
f=>"aX? 1 K[X?]. Skrifum a; = b;” med b; € K fyriri =1,...,n. Pa
faest f =31 (0P XP = (D1, b: X", svo ad f er ekki frummarglida yfir K.
Petta synir ad K er fullkominn.

ba sé til stak a 1 K sem er ekki p-ta veldi staks i K. P4 hefur marglidan
XP — g ekki rot 1 K. Samkvemt heimaverkefni er X? — a pa frummarglioa
yfir K. Hun er greinilega ekki adskiljanleg, svo a0 K er ekki fullkominn.

Athugasemd. Mengi allra staka i K sem eru p-ta veldi staks { K er audvitad
myndmengi vorpunarinnar K — K, x — xP. Par sem kennitala K er p, pa
er pessi vorpun kroppamoétun. Petta mengi er pvi hlutkroppur i K. Pessi
hlutkroppur er taknadur KP. Setningin segir a0 K sé fullkominn pa og pvi
adeins ad K? = K.

Setning 9. Ef K er endanlegur péa er K fullkominn.

Sonnun. Latum p vera kennitélu K. Kroppamétunin K — K, z +— P, er
eintaek. Par sem K er endanlegur, pa er hiin par med ataek.

Algebrulegt stak yfir K er sagt vera aoOskiljanlegt yfir K ef lagmarglioa
bess yfir K er aodskiljanleg. Algebruleg utvikkun L 4 K er s6go0 vera adskilj-
anleg ef sérhvert stak 1 L er adskiljanlegt yfir K.

L = K(s) sé einfold algebruleg utvikkun 4 K og p sé lagmarglida s yfir
K. M sé algebrulega lokud utvikkun 4 K. Vid hofum begar séd ad fjoldi
K-moétana ¢ : L — M er jafn fjélda mismunandi réta & p i M og ad bessi
fjoldi er aldrei meiri en [L : K]. Ennfremur ad hann er jafn [L : K] ba og
bvi adeins ad raetur p séu allar mismunandi, p.e.a.s. pa og pvi adeins ad p sé
a0skiljanleg, m.6.0. pa og pvi adeins ad s sé adskiljanlegt yfir K.

Eftirfarandi setning er utvikkun & pessu. Vid getum litid & hana sem
lemma, pvi ad hin er teeknileg og mikilveegustu nidurstédur hennar koma
fram 1 60rum setningum.

Setning 10. L = K(sy,...,S%) sé endanlega sponnud algebruleg utvikkun
a K. Latum Ly = K og L; = K(s1,...,s;) fyrir i = 1,... k. Latum p;
vera lagmargliou s; yfir L;,_; og latum m; vera fjolda mismunandi rota a p;,
1 =1,..., k. Gefin sé algebrulega lokud utvikkun M a4 K. Fjoldi K-mo6tana
L — M er pa jaftn mq - - - my.

Seér i lagi er fjoldi K-motana L — M aldrei meiri en [L : K|. Hann er jafn
[L : K] ba og bvi adeins ad sérhvert s; sé adskiljanlegt yfir L; 1, i=1,... k.
Sonnun. Vid sonnum fyrri hlutann med prepun yfir k. Vio héfum pegar séd
ad petta er rétt ef k£ = 1. Fyrir prepunarskrefio purfum vid adeins eftirfarandi
almennari atgafu af tilfellinu £ = 1.
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K’ sé algebruleg utvikkun & K og x : K’ — M sé K-mo6tun. Auk bess
sé L' = K'(s) einfold algebruleg utvikkun & K’ og p lagmarglida s yfir
K’. P4 er fjoldi framlenginga & y i K-moétun ¢ : L' — M jafn fjolda
mismunandi réta a p.
En betta er einfold afleiding af umrasedunni a eftir Setningu 13 { Kafla 1 og
bvi ad fjoldi mismunandi rota & x(p) er jafn fjolda mismunandi rota & p.
Latum n; = [L; : L; 4], ¢ = 1,..., k. Samkveemt umrsedunni 4 undan
setningunni pa er m; < n; og m; = n; pa og pvi adeins ad s; sé adskiljanlegt
yfir L; 1. Seinni hlutinn er afleiding af pessu, pvi ad ny ---ny = [L : K.
Athugasemd. Ef s; er adskiljanlegt yfir K pa er s; lika adskiljanlegt yfir
L;_q, bvi ad lagmarglida s; yfir L;_; gengur upp { lagmargliou s; yfir K.

Setning 11. Ef L = K(S) er utvikkun 4 K bannig ad sérhvert stak i S er
adskiljanlegt yfir K pa er L adskiljanleg utvikkun a K.

Soénnun. Gefid s¢ t € L. Pa er til endanlegt hlutmengi {sy,...,s;} 1
S bannig ad t € K(s1,...,8;). Vid megum bvi gera rad fyrir ad L =
K(s1,...,8:). Par sem sérhvert s; er adskiljanlegt yfir K, ba er fjoldi K-
motana L — M jafn [L : K| samkveemt Setningu 10 og athugasemd vid
hana. En vid getum lika skrifad L = K(¢,s1,...,s;). Par sem fjoldi K-
motana L — M er jafn [L : K| ba er t aoskiljanlegt yfir K samkvaemt
Setningu 10.

Vid getum ntt umordad seinni hluta Setningar 10.

Setning 12. L sé endanleg utvikkun 4 K. Gefin sé algebrulega lokud tut-
vikkun M & K. Pa er fjoldi K-motana L — M aldrei meiri en [L : K|. Hann
er jafn [L : K| ba og bvi adeins ad L sé adskiljanleg utvikkun & K.
Sonnun. Skrifum L = K(sy,...,s;). Fyrri fullyrdingin er pa beint ar
Setningu 10. Pad ad fjoldi K-moétana L — M sé jafn [L : K] ef L er
a0skiljanleg utvikkun & K faest af Setningu 10 og athugasemd vid hana.
Gerum ba rad fyrir ad fjoldi K-motana L — M sé jafn [L : K]. Af Setningu
10 leidir pa a0 s; er aoskiljanlegt yfir K. En pad ad fjoldi K-moétana L — M
sé jafn [L : K] er greinilega 6had r6dinni & 1, .. ., sk, svo ad bad fest 4 sama
hatt ad sérhvert s; er adskiljanlegt yfir K. Samkveemt Setningu 11 er L pvi
adskiljanleg utvikkun 4 K.

Setning 13. Ef L er adskiljanleg utvikkun & K og M er adskiljanleg utvikkun
a L ba er M aoskiljanleg utvikkun & K.

Sénnun. Gefid s¢ stak ¢ € M. Latum f = > " X" vera lagmarglidu
t yfir L. P& hefur f engar margfaldar reetur. Latum Lo = K(co,...,c,).
bPa er f lika lagmarglioa ¢ yfir Ly, svo ad t er adskiljanlegt yfir Ly. Latum
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na N vera einhverja algebrulega lokada utvikkun & K. Af Setningu 10 og
athugasemd vid hana feest pa ad {joldi K-motana K(c,...,c,,t) — N er
jafn [K(co,...,cp,t) o K]. Samkveemt Setningu 12 er K(co,...,c,,t) bvi
a0skiljanleg utvikkun & K. Sér i lagi er ¢ adskiljanlegt yfir K.

Raunar er lika ljost ad ef K C L C M eru utvikkanir pannig ad M er
aoskiljanleg yfir K pa er M adskiljanleg yfir L og L adskiljanleg yfir K.

Setning 14. L sé utvikkun & K. Latum Ly vera mengi allra staka { L sem
eru aoskiljanleg yfir K. Pa er Ly adskiljanleg titvikkun & K.

S6nnun. Latum L; = K(Lg). Samkvemt Setningu 11 er L; pa adskiljanleg
utvikkun & K. En pa er Ly C Ly, parmed L, = Ly.

L sé utvikkun 4 K. Utvikkunin Ly { Setningu 14 er pa kollud adskilj-
anleg lokun K 1 L. Af Setningu 13 leidir a0 ekki er til eiginleg adskiljanleg
hlutatvikkun & Lo { L. Af Setningu 11 leidir pa ad sérhvert stak i L sem er
aOskiljanlegt yfir Ly er pegar i Ly. Vid tjaum petta med pvi ad segja ad L
sé adskiljanlega lokad 1 L.

Vid segjum a0 kroppur sé adskiljanlega lokadur ef hann hefur enga eigin-
lega adskiljanlega utvikkun. Petta pyoir ad kroppur er adskiljanlega lokadur
bé og pvi adeins ad hann sé adskiljanlega lokadur i hvada tatvikkun sem er.

Algebrulega lokadur kroppur er greinilega adskiljanlega lokadur.

Utvikkun L & K er sogd vera adskiljanleg lokun & K ef L er adskiljanleg
utvikkun & K og L er adskiljanlega lokadur. Skilyrdid ma orda pannig ad L sé
aOskiljanleg utvikkun 4 K pannig ad ekki sé til ,,steerri® adskiljanleg atvikkun
a4 K, p.e.a.s. adskiljanleg utvikkun 4 K sem inniheldur L sem eiginlegan
hlutkropp.

Setning 15. Sérhver kroppur K hefur adskiljanlega lokun og sérhverjar tveer
adskiljanlegar lokanir & K eru einsmota yfir K.

Sonnun. Aoskiljanleg lokun 4 K er greinilega klofningskroppur fyrir fjol-
skyldu allra adskiljanlegra frummarglida yfir K.

Af sonnun Setningar 15 sést ad adskiljanleg lokun & K er normleg ttvikk-
un 4 K. Vio getum litid & neestu setningu sem utvikkun & pessari stadreynd.

Setning 16. L sé adskiljanleg utvikkun 4 K. Pa er normleg lokun & L yfir
K lika adskiljanleg utvikkun a K.

Sonnun. Normleg lokun & L yfir K er sponnud af 6llum rotum lagmarglioa
allra staka i L. Pessar lagmarglidur eru allar adskiljanlegar og reeturnar pvi

lika.
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L = K(r,s) sé algebruleg utvikkun & K sem sponnud er af tveim stokum
r og s. Latum p vera lagmargliou r yfir K og ¢ vera lagmargliou s yfir K.
Veljum okkur algebrulega lokun K & K sem inniheldur L. Pa klofna p og ¢ yfir
K, segjump= (X —7))- (X —7pn)medr, =rogq=(X—s51)- (X —s,)
med $; = S.

Vid gerum rad fyrir ad s sé adskiljanlegt yfir K. Pa eru reeturnar sq,..., s,
4 ¢ allar mismunandi. Fyrir sérhvert ¢ = 1,...,m og sérhvert j = 2,... n
er pa til ein og adeins ein lausn & jofnunni r; + xs; = r1 + xs;. Vio skulum
gera 140 fyrir a0 K sé ekki endanlegur. P4 faest af pessu a0 til er stak ¢ 1 K
bannig ad r; +c¢s; #r1 +csy fyrir6ll e =1,...,mogodll j =2,...,n. Vid
latum ¢ = 1 4+ ¢s1 = r + ¢s. Vid latum lika f(X) = p(t — cX). Paer f
marglida yfir K (¢) bannig ad f(s) = p(t —cs) = p(r) = 0, svo ad q og f hafa
badar rotina s. Sér i lagi gengur X — s upp { f. Ef til veeri j > 1 pannig ad
X — s, gengi upp 1 f ba veeri p(t —cs;) = f(s;) =0, svo ad t — ¢s; = r; fyrir
eitthvert : = 1, ..., m. Pad pyddi ad r; +cs; =t = r; + cs1 1 mo6tsogn vid val
okkar & c. Petta synir ad X — s er steersti samdeilir ¢ og f.

Pessir reikningar eru gerdir yfir K. En staersti samdeilir ¢ og f er sa sami
hvort sem reiknad er yfir K (t) eda K, svo ad X — s er einnig steersti samdeilir
qog f1K(t)[X]. Sérilagier X —siK(t)[X], b.ea.s. s € K(t). En bé er lika
r=t—cs € K(t). Par sem t € K(r,s), ba leidir af pessu ad K(r,s) = K(t).

Nzesta setning er atvikkun & pessu.

Setning 17. L = K(s1,...,5,) sé¢ endanlega spénnud algebruleg utvikkun
a4 K bannig ad s; sé aodskiljanlegt yfir K fyrir i = 2,... n. Paertilt e L
bannig ad L = K(t).

Sonnun. Ef K er endanlegur pa er petta heimaverkefni. Vio getum bvi gert
rad fyrir ad K sé ekki endanlegur. Vio sénnum pé setninguna med prepun
yfir n. Tilfellid n = 1 er augljost og i tilfellinu n = 2 var petta sannad
hér ad ofan. Ef n > 2 ba getum vid samkveemt prepunarforsendu skrifad
K(s1,...,8,-1) = K(r). En ba er L = K(r,s,). Samkvemt bvi sem gert
var hér ad ofan er pa til ¢ € L bannig ad L = K ().

Naesta setning er sértilfelli af Setningu 17. Hun er kollud setningin um
frumsteett stak.

Setning 18. Sérhver endanleg adskiljanleg utvikkun & K er einfold.
Ef kennitala K er 0 ba er skilyroid um aoskiljanleika oparft.

L sé endanleg adskiljanleg utvikkun & K og N sé normleg lokun & L yfir
K. Samkveemt Setningunni um frumsteett stak ma skrifa L = K(s) med
s € L. Latum f vera lagmargliou s yfir K. Pa er gradan [L : K| jofn gradu
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f. Ennfremur er N klofningskroppur fyrir f yfir K. Samkveemt abendingu
a eftir Setningu 3 er pvi [N : K] < [L : K]\
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3 Galois atvikkanir
I pessum kafla taknar K alltaf kropp.

Algebruleg utvikkun L a4 K er s6g0 vera Galois utvikkun & K ef hun er
baedi normleg og adskiljanleg yfir K.

Setning 1. Utvikkun L 4 K er Galois b4 og bvi adeins ad til sé fjclskylda
(fi)ier af adskiljanlegum marglidum f; yfir K bannig ad L sé klofningskroppur
fyrir (f;)ier yiir K.

Sonnun. L sé Galois utvikkun & K. Fyrir sérhvert s € L latum vid p, vera
lagmargliou s yfir K. P& er sérhver marglidanna p,, s € L, adskiljanleg yfir
K og L er klofningskroppur fyrir fjolskylduna (ps)ser yfir K.

L sé klofningskroppur fyrir fjolskylduna (f;);e; yfir K bar sem sérhver
marglidanna f;, ¢ € I, er adskiljanleg. Samkveemt Setningu 2 { Kafla 2 er L
ba normleg utvikkun & K. Vid vitum lika ad L = K(S) bar sem S er mengi
allra staka i L sem eru rot & einhverri marglidanna f;, i € I. Ef s € S er
rot & f; og p er lagmarglida s yfir K pa gengur p upp i f;. Par sem f; er
aOskiljanleg, ba er p pad pvi lika. Samkveemt Setningu 11 i Kafla 2 synir
petta ad L er adskiljanleg utvikkun & K.

Setning 2. L sé endanleg Galois utvikkun & K. Pa er til aoskiljanleg
frummarglida f yfir K pannig ad L sé klofningskroppur fyrir f yfir K.

Sonnun. Samkvemt Setningu 18 1 Kafla 2 er til stak s i L bannig ad
L = K(s). Latum f vera lagmargliou s yfir K. Pa er L klofningskroppur
fyrir f yfir K.

L sé kroppur. Gripa allra einsmoétana kroppa L — L er pa taknud
Aut(L). Ef G er hlutgripa i Aut(L) ba er mengiod

{z € L|o(x) = x fyrir sérhvert o € G}

greinilega hlutkroppur i L. Pessi hlutkroppur i L er kalladur fastakroppur
hlutgrapunnar G 1 Aut(L).

Nu sé L utvikkun & K. Grupa allra K-einsmétana L — L er pa taknud
Autg(L). Petta er hlutgrapa i Aut(L) — hlutgrupa allra beirra o € Aut(L)
bannig ad o(a) = a fyrir sérhvert a € K. Ef G er hlutgrapa i Autg(L) ba
inniheldur fastakroppur G augljoslega K, svo ad hann er utvikkun 4 K.

Ef L er algebruleg ttvikkun & K pé er sérhver K-moétun L — L einsmétun
samkveemt Setningu 12 { Kafla 1.
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Setning 3. L sé algebruleg utvikkun & K. L er Galois utvikkun 4 K pa og
bvi adeins ad fastakroppur Autg (L) sé jafn K.

Sénnun. L sé Galois utvikkun 4 K. Latum K vera algebrulega lokun a4 K
sem inniheldur L. Gefid sé z € L, x ¢ K. Pa hefur lagmarglida z yfir K
gradu sem er steerri en 1. Par sem x er adskiljanlegt yfir K, pa er til rot y 1
K 4 Dpessari lagmarglidu pannig ad y # 2. Samkvaemt Setningu 13 i Kafla 1
er til K-moétun g : K(x) — K med pg(r) = y og samkveemt umrsedunni 4
eftir Setningu 14 1 Kafla 1 méa framlengja ¢y i K-métun ¢ : L — K. Par sem
L er normleg tutvikkun 4 K, pba er (L) = L samkvemt Setningu 1 { Kafla
2, svo a0 ¢ gefur af sér K-einsmétun o : L — L. Par sem o(x) =y # =, ba
synir petta ad = er ekki i fastakroppi Autg(L).

Nu sé fastakroppur Autg (L) jafn K. Gefid sé © € L. Latum p, vera
lagmargliou z yfir K. Ef 0 € Autg(L) ba er p, lika lagmarglida o(x) yfir
K. Par sem p, hefur ekki nema endanlega margar reetur i L, pa leidir af
pessu ad ekki eru til nema endanlega morg mismunandi stok xy,...,x, { L af
taginu o(x) par sem o € Autg(L). Latum f, = (X —21) -+ (X —2,,). Ljost
er a0 marglidan f, er adskiljanleg. Ef 0 € Autg(L) ba varpar ¢ menginu
{z1,...,x,} yfir i sjalft sig. Par sem o er eintaek, b4 byoir petta ad o gefur af
sér umrodun & pessu mengi. Af pvi leidir ad o(f,) = f,. Par sem betta gildir
fyrir sérhvert o € Autg (L), ba leidir af forsendunni ad f, € K[X]. Nuer L
greinilega klofningskroppur fyrir fjolskylduna (f,).cp yfir K. Af Setningu 1
leidir pvi ad L er Galois utvikkun & K.

Athugasemd. Marglidan f, { seinni hluta sonnunarinnar er reyndar lag-
marglida x yfir K. Sérhvert x;, ¢ = 1,...,n, er nefnilega rét 4 lagmarglidunni
pe. Pad synir ad f, gengur upp i p,. En x er lika rét 4 f,, svo ad p, gengur
upp 1 fo.

Ef L er Galois utvikkun & K ba er grapan Autg (L) lika kollud Galois
grupa utvikkunarinnar L 4 K. Huan er ba taknud Gal(L/K).

Setning 4. N sé Galois utvikkun & K og L sé hlututvikkun & K { N. P4 er
N lika Galois utvikkun & L og

Gal(N/L) = {o € Gal(N/K) | o(x) = x fyrir sérhvert = € L}

Sér i lagi er Gal(/N/L) hlutgrupa i Gal(N/K).

Sonnun. Par sem N er normleg og adskiljanleg Gtvikkun & K, pa er N lika
normleg og adskiljanleg utvikkun & L. Ef 0 € Aut(N) ba er o € Auty(N)
béa og bvi adeins ad o(x) = z fyrir sérhvert = € L.

Athugasemd. Samkveaemt Setningu 3 gildir pa
L ={x € N|o(x) =z fyrir sérhvert 0 € Gal(N/L)}
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Setning 5. N sé Galois atvikkun & K og L sé hlutatvikkun & K i N. Ef
7 € Gal(N/K) ba er

Gal(N/7(L)) =70 Gal(N/L)or !

Sénnun. Ef x € L og 0 € Gal(N/K) ba er o(7(z)) = 7(x) ba og bvi adeins
ad 77 (o(7(x))) = z. Af Setningu 4 leidir bvi ad o € Gal(N/7(L)) bé og bvi
adeins ad 7' oo o7 € Gal(N/L).

Setning 6. N sé Galois utvikkun & K og L sé hlututvikkun & K 1 N. P4 er
L normleg utvikkun & K ba og bvi adeins ad Gal(N/L) sé normleg hlutgriapa
i Gal(N/K). Ef svo er ba er L Galois utvikkun & K og einskoroun vid L
gefur af sér einsmoétun gripna

Gal(N/K)/Gal(N/L) = Gal(L/K)

Sénnun. Latum K vera algebrulega lokun 4 K sem inniheldur N. Sam-
kveemt Setningu 1 i Kafla 2 er L ba normleg ttvikkun & K ba og pvi ad-
eins ad fyrir sérhverja K-moétun ¢ : L — K gildi (L) = L. Samkveemt
umradunni & eftir Setningu 14 1 Kafla 1 ma framlengja sérhverja slika K-
moétun ¢ { K-moétun y : N — K. Par sem N er normleg utvikkun 4 K,
ba er x(N) = N, svo ad x gefur af sér K-einsmotun 7 : N — N. Auk
bess er (L) = x(L) C x(N) = N. Detta synir ad L er normleg utvikk-
un & K ba og bvi adeins ad 7(L) = L fyrir sérhvert 7 € Gal(N/K). Af
Setningu 4 og athugasemd vid hana leidir ad 7(L) = L ba og bvi adeins
ad Gal(N/7(L)) = Gal(N/L). Samkveemt Setningu 5 bydir bad einmitt ad
70 Gal(N/L) o7t = Gal(N/L). Petta sannar fyrri hluta setningarinnar.

N1 sé L normleg atvikkun & K. Par sem N er adskiljanleg utvikkun a K,
ba er L augljoslega adskiljanleg atvikkun & K og par med Galois utvikkun &
K. Samkveemt ofanségdu pa er 7(L) = L fyrir sérhvert 7 € Gal(N/K), svo
a0 7 gefur af sér K-einsmétun 77 : L — L — einskordun 7 vid L. Voérpunin
Gal(N/K) — Gal(L/K), T + 7, er greinilega grapumétun. Af ofanségdu
er 1jost ad sérhverja K-einsmétun o : L — L ma framlengja { K-einsmotun
7: N — N. Pad pyoir a0 pessi grapumoétun er atek. Ad 7 sé i kjarna hennar
byoir ad 7(x) = z fyrir sérhvert x € L. Samkveemt Setningu 4 er pvi kjarni
hennar jafn Gal(N/L).

Setning 7. Ef N er endanleg Galois utvikkun & K ba er
#(Gal(N/K)) = [N : K]

Sonnun. Latum K vera algebrulega lokun 4 K sem inniheldur N. Par sem
N er adskiljanleg utvikkun & K, pa er fjoldi K-moétana ¢ : N — K jafn
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[N : K] samkveemt Setningu 12 { Kafla 2. Par sem N er normleg tutvikkun
a K, ba er o(N) = N fyrir sérhverja slika K-mo6tun ¢ samkveemt Setningu
1 i Kafla 2. Fjoldi K-moétana ¢ : N — K er bvi jafn fjolda K-motana
o:N — N, b.eas. jafn §(Gal(N/K)).

Setning 8. Ef N er endanleg Galois atvikkun & K og L er hlututvikkun &
K i N béer
(Gal(N/K) : Gal(N/L)) = [L : K]

Soénnun. Par sem #(Gal(N/K)) = §(Gal(N/L)) - (Gal(N/K) : Gal(N/L))
og [N : K] =[N :L|[L: K], ba er betta afleiding af Setningu 7.

Setning 8 gildir reyndar lika fyrir 6endanlegar Galois utvikkanir N & K
ef [L : K] er endanlegt.

Setning 9. N sé endanleg Galois utvikkun & K og H sé hlutgripa i
Gal(N/K). Latum

L ={x € N|o(x) =z fyrir sérhvert 0 € H}

Pa er L hlutatvikkun & K i N og Gal(N/L) = H.
Sonnun. Vid hofum pegar séd ad L er hlututvikkun & K i N. Ef 0 € H ba
er augljoslega o(x) = x fyrir sérhvert x € L. Samkveemt Setningu 4 er pvi
H C Gal(N/L).

Samkvaemt Setningu 18 { Kafla 2 er til stak s € N med N = L(s). Latum
[ =1l,ep(X = 7(s)). Fyrir sérhvert o € H er pa

of) = [(X —a(r(s)) = [T (X =7'(s) =1

TeH T'eH

Samkveemt skilgreiningunni & L ba byoir betta ad f € L[X]. Latum na p
vera lagmargliou s yfir L. Par sem s er greinilega rét & f, ba gengur p upp i
f. Par sem grada p er jofn [N : L] og grada f er jofn §(H), ba leidir af bessu
ad [N : L] < §(H), b.eas. §(Gal(N/L)) < §(H). Par sem H C Gal(N/L),
bé leidir af pessu ad H = Gal(N/L).

Athugasemd. Marglidan f { sénnuninni er reyndar lagmarglioa s yfir L.
Lagmarglidan gengur nefnilega upp i f og samkvaemt lokaniourstodunni péa
hefur han sému gradu og f.

Ef N er 6endanleg Galois utvikkun 4 K ba er setningin ekki rétt fyrir
allar hlutgrapur H i Gal(N/K). Syna mé ad han sé rétt fyrir hlutgrapuna
H ba og pvi adeins ad H sé snidmengi allra peirra hlutgrapna U { Gal(/N/K)
sem innihalda H og hafa endanlegan visi { Gal(N/K).
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Vio tokum nt saman helztu nidurstéournar { endanlega tilfellinu.

Meginsetning. N sé endanleg Galois utvikkun 4 K med Galois gripu G.
Gagnkveem samsvorun er pa & milli hlutatvikkana L & K i N og hlutgripna
H i G. Han er gefin med

H = {0 € G|o(x) = x fyrir sérhvert z € L}

0g
L ={z e N|o(x) =z fyrir sérhvert o € H}

Ennfremur gildir:

(i) L er Galois utvikkun & K ba og pvi adeins ad H sé normleg hlutgripa
i G. Galois griupa L yfir K er ba einsmoéta deildagrapunni G/H.

(i) Ly € Ly béa og bvi adeins ad Hy C H.

(i) [L:K]=(G:H)

[ atridi (i) er, ad sjalfsogou, gert rad fyrir ad L, samsvari H; og ad Lo
samsvari Hs. Reglan 1 pvi hefur ekki komid &dur fram en hin er augljos
afleiding af skilgreiningum. Hun er reyndar mikilveegara en virdist i fljotu
bragoi.

Par sem LMLy er steersta hlutatvikkunin & K 1 NV sem innihaldin er i beedi
Ly og Lo, ba er, samkveemt atridi (ii), samsvarandi hlutgripa { G minnsta
hlutgripan i G sem inniheldur baedi H; og H,. Pad er ekki alltaf audvelt ad
lysa pessari hlutgripu. En stundum er mengid {o,09 |01 € Hy og 09 € Hs}
hlutgripa i G og pa greinilega minnsta hlutgripan i G sem inniheldur baedi
H, og H,. Petta er til deemis tilfellid ef H; eda Hs er normleg hlutgripa i G.

Eins faest ad H; N H; samsvarar minnstu hlutatvikkun 4 K i N sem
inniheldur baedi Ly og Ly. Pessari utvikkun mé lysa sem K(L; U L) en hin
er venjulega taknud L Ls.

Pegar hefur komid fram ad klofningskroppur fyrir adskiljanlega margliou
yfir K er endanleg Galois utvikkun & K. Galois grupa klofningskroppsins
yfir K er pa kollud Galois gripa marglidunnar yfir K.

Latum N vera klofningskropp fyrir adskiljanlega margliou f yfir K og
latum G vera Galois grapu f yfir K, b.e.a.s. G = Gal(N/K). Marglidan f
klofnar yfir IV, segjum

f=alX =s1)-- (X = s0)

med a € K og s1,...,58, € N. Reeturnar sq,...,s, eru pa allar mismunandi
og N = K(s1,...,8,). Nusé o € G. Par sem o varpar rot & f { rot &4 f, ba
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gefur o af sér umrédun i menginu {sy,...,s,}. Par sem N = K(sy,...,s,),
ba akvarodast o lika algjorlega af pessari umréoun. Petta pyoir ad vid getum
1itid & G sem hlutgripu { grapu allra umradana i menginu {sy,...,s,}. Pad
er hinn upprunalegi hugsanahéattur i Galois freedum.
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4 Notkunardsemi
I pessum kafla taknar K alltaf kropp.

Norm og spor

I pessum undirkafla taknar L alltaf endanlega utvikkun 4 K. Vid latum
n=I[L:K].

Litum & L sem vigurram yfir K. Fyrir sérhvert stak ¢ { L er vorpunin
te: L = L, x — cx, — margfoldun med ¢ — K-linuleg vorpun. Akveda s,
er kollud norm ¢ og er taknud Ny x(c). Spor p. er kallad spor ¢ og er téknad

SPL/K(C)-
Setning 1. Vid hofum
NL/K(Cch) = NL/K(Cl)NL/K(Cz)
og
Spr i (c1 + ca) = 8Spy r(cr) +Spyk(ca) og Sppx(ac) = aSpyk(c)

fyrir sérhver ¢, ¢y, co € L og sérhvert a € K.

Sénnun. Par sem Heyey = Hey © Heysy Heytey = Hey + Hey OF Hac = Qfle, ba Cr
betta einfold afleiding af pekktum setningum um akvedur og spor K-linulegra
varpana.

[ sonnun Setningar 1 kemur fram ad vérpunin L — Endg (L), ¢+ pi, er
moétun K-algebra. Ljost er ad pessi vorpun er eintaek. Af pvi leidir ad fyrir
margliou f yfir K er f(u.) = 0 ba og bvi adeins ad f(c) = 0. Sér i lagi er
lagmarglioa p. jofn lagmargliou c yfir K.

Setning 2. Gefid sé stak ¢ { L. Latum X™ + a1 X™ 1 + -+ + q¢ vera
lagmargliou c. Pa gengur m upp i n og

Ni/k(c) = (—1)"@’5 og SpL/K(c) = —kay,_1

bar sem k = n/m.

Soénnun. Latum f = X" + b, X" ! + ... + by vera kennimarglidu j.. P4
er Np/k(c) = det(ue) = (=1)"bo og Spy,x(c) = Sp(pe) = —by—1. Latum
ni p vera lagmargliou ¢ og pa lika lagmargliou p.. Samkvemt setningu
Cayleys og Hamiltons eru pad somu frummarglidurnar yfir X sem ganga upp
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i lagmargliou p. og kennimargliou p.. Par sem p er frummarglioa yfir K,
ba bydir bad ad f er veldi af p, svo ad f = p*. Sér { lagi er by = af og
bn—l = kam—l-

Setning 3. L sé Galois utvikkun 4 K med Galois grapu G. Gefid sé stak ¢

i L. Paer
Nuile) = [[ole) o8 Spuule) =3 ole)
ceqG oceG

S6énnun. Latum H = Gal(L/K(c)). Paer H = {0 € G|o(c) = c}. Af bvi
sést ad o2(c) = o1(c) ba og bvi adeins ad til sé p € H med oy = 01 0p, b.e.as.
ooH = o1 H. Samkvaemt athugasemd vid Setningu 3 { Kafla 3 b4 er marglidan
p =1, neq/n(X —7(c)) bvi lagmarglida c yfir K. (Margfaldad er yfir stékin i
G/H. Fyrir sérhvert slikt stak er valinn fulltrai 71 G.) Ef p € H baer p(c) =
¢, svo ad 7(p(c)) = 7(c). bvi feest einnig ad p = [ yeq (X — 7(p(c))).

Latum f vera kennimarglidu u.. Eins og i sonnun Setningar 2 sést ad f
er veldi af p, segjum f = p¥. Pa er n = km par sem m er grada p, p.e.a.s.
m = [K(c) : K]. Af bessu sést ad k = [L : K(¢)], b.e.a.s. k = #(H). Med pvi
a0 margfalda yfir stokin i H feest pvi

F=r =11 [I &X-70@)=][x-0a@)

peH tHeG/H oeG

Setningin er ni afleiding af pessari lysingu & f.

Meginsetning algebrunnar

Setning 4. K sé kroppur me0 kennitélu # 2 pannig a0 eftirfarandi gildi:
(i) Sérhver marglida af 6jafnri graou yfir K hefur rot { K.
(i)  Serhvert stak { K er { K? eda —K>.
(iii) Efz,ye K baer 2?2 +y? € K2
Latum L = K(y/—1). Paer L algebruleg lokun 4 K.

(Hér er K? = {22 |z € K}.)
Sonnun. Sanna parf ad L hafi enga eiginlega endanlega utvikkun, p.e.a.s.
a0 K hafi enga endanlega utvikkun, sem inniheldur L, nema L. Par sem
kennitala K er ekki 2, pa leidir af (i) ad K er fullkominn, svo ad sérhver
endanleg utvikkun & K er adskiljanleg. Med pvi a0 athuga normlegar lokanir
yfir K sést ad bad naegir ad sanna ad K hefur enga endanlega Galois utvikkun,
sem inniheldur L, nema L.

N sé endanleg Galois utvikkun 4 K med Galois grapu G. Latum H vera
Sylow 2-hlutgripu i G og latum M vera samsvarandi hlutatvikkun & K i V.
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Pa er gradan [M : K] 6jofn, bvi ad [M : K| = (G : H). Sér i lagi hefur
sérhvert stak { M o6jafna gradu yfir K. En samkveemt (i) er lagmarglida
staksins pa linuleg, svo a0 stakid er i K. Petta synir a0 M = K, p.e.a.s.
H = G, svo ad G er 2-gripa.

N sé N endanleg Galois utvikkun 4 K sem inniheldur L. Latum G =
Gal(N/K) og H = Gal(N/L). Samkvemt ofanségdu er G ba 2-grupa og H
bvi lika. Ef #(H) > 1 ba veeri pvi til hlutgrapa i H med visi 2 i H. Pad
byddi ad til veeri hlutatvikkun & L i N af gradu 2. Pad naegir pvi ad sanna
a0 L hafi enga utvikkun af gradu 2. Par sem kennitala L er ekki 2, pa er pad
jafngilt pvi ad L = L?. (Heimaverkefni.)

Ef L = K baer —1 € K?, svo ad samkveemt (ii) er K = K? b.e.as.
L =12 Pasé¢ L #K. Gefid sé ¢c € L. Skrifum ¢ = a + by/—1 med a,b € K.
Pa er Ny k(c) = a® 4+ b*. Samkveemt (iii) er pvi Ny x(c) € K?. Af (ii) leidir
ba ad ¢ € L?. (Heimaverkefni.)

Pad er einfold afleiding af milligildissetningunni fyrir samfelld f6ll & R
a0 R uppfyllir skilyrdi setningarinnar. Af setningunni leidir pvi ad C er
algebruleg lokun a R.

K sé kroppur sem uppfyllir skilyrdi setningarinnar. Af skilyroi (iii) leidir
ad ef —1 er summa staka i K2 ba er —1 1 K? og pvi L = K. Samkvaemt
setningunni er K pa algebrulega lokadur. Ef kennitala K er p > 0 pa er petta
alltaf tilfellid pvi ad —1 er summa p — 1 eintaka af 12. Ef hinsvegar —1 er
ekki summa staka i K2 b4 m4 skilgreina rédun < 1 K med pvi ad setja a < b
béa og pvi adeins ad b — a € K.

Endanlegir kroppar
I pessum undirkafla er p frumtala.

L sé endanlegur kroppur med kennitélu p. Par sem {n -1, |n € Z} er
einsmoéta Z/pZ = F,, ba getum vid litid & L sem utvikkun & F,. Par sem
L er endanlegur kroppur, pa er L endanleg utvikkun & F,. Af bvi leidir ad
#(L) = p" bar sem n = [L : F,)].

Setning 5. Ef kroppur hefur nakveemlega ¢ = p” stok pa er hann klofn-
ingskroppur fyrir margliouna X? — X yfir F),. Sér 1 lagi eru sérhverjir tveir
kroppar med nakveemlega ¢ stok einsmota.

Soénnun. (Heimaverkefni.)

Veljum okkur algebrulega lokun © & F,,. Af setningunni leidir ad fyrir sér-
hvert n > 1 er til einn og adeins einn hlutkroppur 1 2 sem hefur nakvaemlega
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q = p" stok. Hann samanstendur af 6llum x € {2 pannig ad x? = x. Pessi
kroppur er taknadur F,.

Setning 6. Ef ¢ = p" ba er F, Galois utvikkun a4 F,. Galois gripan
Gal(F,/F,) er rasud, spénnud af métuninni F, — F,, © — 2P

Sonnun. Par sem F, er klofningskroppur fyrir adskiljanlega marglidu yfir
F,, baer F, Galois atvikkun & F,,. Par sem F, er fastakroppur métunarinnar
i setningunni, pa er Galois grapan spénnud af pessari métun.

Métunin ¢ : Q@ — Q. x — 2P, er kollud métun Frobeniusar. Motunin {
Setningu 6 er pa einskordun ¢ vid F,. Ef m > 1 ba er greinilega ¢™(x) =
xP" fyrir sérhvert x € Q. Pvi feest almennt ad F,m er fastakroppur ™.
Eftirfarandi utvikkun & Setningu 6 er afleiding af pessu.

Setning 7. Ef m|n ba er F,. Galois utvikkun & F,= og Galois gripan
Gal(Fyn /Fym) er rasud, spénnud af motuninni Fpn — Fpn, 2+ 2P
Athugasemd. Par sem [F» : F)] = n og [Fym : Fp] = m, ba getur Fpn ekki
verid atvikkun & F,= nema m|n.

Einingarretur
I pessum undirkafla er n nattarleg tala.

Stak u 1 K er sagt vera n-ta einingarrét ef u” = 1, p.e.a.s. ef u er rét
4 margliounni X" — 1. Mengi allra n-tu einingarrota i K er taknad pu, (K).
Ljost er ad u,(K) er hlutgrupa i margfoldunargrapu K. Af pvi leidir ad
i (K) er rasud.

Ef kennitala K er p > 0 og p gengur upp i n, segjum n = pm, ba er
u" — 1= (u"—1)P, svo ad u™ = 1 ba og bvi adeins ad u™ = 1. Petta byoir
a0 pad neegir pa ad athuga n pannig ad p gengur ekki upp i n.

I pvi sem eftir fer i pessum undirkafla munum vid alltaf gera rad fyrir ad
kennitala K gangi ekki upp i n. P4 er marglidan X" — 1 adskiljanleg.

Sagt er ad K hafi allar n-tu einingarrsetur ef marglidan X" —1 klofnar yfir
K. Par sem X"—1 er adskiljanleg, pa pydir petta ad K hefur n mismunandi n-
tu einingarreetur. Stak sem spannar gripuna pu, (K) er ba sagt vera frumstaed
n-ta einingarrot.

u sé frumsted n-ta einingarrét i K. Sérhver n-ta einingarrét i K er péa
af taginu u* par sem k er otvirsett akvardad modalo n. Petta gefur pvi
af sér einsmotun griapna pu,(K) = Z/nZ. Pessi einsmoétun er had valinu 4
frumstaedu n-tu einingarrétinni w.
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Ef v er einhver n-ta einingarrét { K, segjum v = u¥, pa er v frumstaed n-ta
einingarrot ba og pvi adeins ad k spanni Z/nZ sem griupu, b.e.a.s. ba og pvi
adeins ad k sé eining { baugnum Z/nZ. Fjoldi frumstaedra n-tu einingarrota
i K er bvi jafn fjolda eininga i baugnum Z/nZ. Pessi fjoldi er taknadur p(n).
Fallid ¢ er nefnt Euler fallid.

Fyrir gefna n-tu einingarrot v er til ein og adeins ein grapumotun pu, (K) —
pin(K) sem varpar u { v. Ef v = u* ba er hin gefin med w — w*. Halfgripa
allra grapumotana ju,,(K) — p,(K) er bvi einsmoéta margfoldunarhalfgrapu
baugsins Z/nZ. Grupa allra grupueinsmoétana p,(K) — p,(K) er par med
einsméta grupu allra eininga i Z/nZ. Sér i lagi hefur pessi grupa nakvaem-
lega ¢(n) stok. Athugum ad bessi einsmoétun er 6had valinu 4 frumstsedu
n-tu einingarrétinni u.

Ef n = ¢° bar sem ¢ er frumtala og e > 1 ba er stak k i Z/nZ eining ba
og bvi adeins ad pad sé ekki margfeldi af q. Pvi faest ad o(¢¢) = ¢¢ — ¢ =
¢“(1— ).

Ef n = niny med 6sampatta ny og ne ba er Z/nZ = Z/niZ X Z/nsZ
samkveemt kinversku leifasetningunni. Af pvi faest ad p(n) = ¢(n1)e(ne).

Af 6llu pessu sést a0 almennt gildir

p(n) =n(l— L)+ (1- 1)

ef n =qi" - - ¢¢" med mismunandi frumtélum ¢y,...,q. og ey,..., e, > 1.

Setning 8. L sé klofningskroppur fyrir X" — 1 yfir K. Pa er L Galois
utvikkun 4 K. Galois grapan Gal(L/K) er vixlin. Hun er, nanar tiltekio,
einsmota hlutgrapu i grapu allra eininga i baugnum Z/nZ.

Sonnun. L er klofningskroppur fyrir adskiljanlega margliou yfir K, svo ad
L er Galois utvikkun & K. L hefur allar n-tu einingarrsetur og er sponn-
ud af peim yfir K. Sérhver K-einsmoétun L — L gefur af sér einsmétun
(L) — pn(L). Hian akvardast lika af einsmotuninni p, (L) — p, (L), svo ad
Gal(L/K) er einsmoéta hlutgripu 1 grapu allra einsmétana ji, (L) — pn(L).

K hafi allar n-tu einingarreeturnar. Marglidan ®,, er pa skilgreind sem
margfeldi marglidanna X — u par sem u er frumstaed n-ta einingarrot i K.
Grada @,, er pvi jofn p(n).

Sérhver n-ta einingarrét 1 K er frumsteed d-ta einingarrét fyrir einhvern
deili d 1 n. Pvi feest ad

X" —1=]] 24

dn
Petta gefur adferd til ad reikna ®,, ef &, er pekkt fyrir sérhvern eiginlegan
deili d i n. Par sem ®; = X — 1, ba sést af pessu med prepun ad @, € Z[X]
ef kennitala K er 0 og ®,, € F,[X] ef kennitala K er p > 0.
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Vid munum lita 4 ®,, sem margliou yfir Z. Han er pa kollud n-ta hring-
skiptingarmarglidan. (Tilsvarandi marglida yfir F,, feest einfaldlega med ad
reikna modulo p.)

Setning 9. ®,, € Z[X] er frummarglida yfir Q.

Sonnun. Samkveemt Lemma Gauss er til frumpattun & ®,, yfir Q pannig
ad allir frumpeettirnir séu heilt6lumargliour. Par sem @, er stodlud, ma
gera rad fyrir ad allir frumpeaettirnir séu lika stadladir. Sér 1 lagi méa skrifa
®, = fg bar sem f er stoolud heiltélumarglida sem er 6pattanleg yfir Q og
g er stoolud heiltélumarglida. Latum u € C vera rét & f. Pa er u frumstaed
n-ta einingarrét og f er lagmarglida u yfir Q.

Gefin sé r6t v & f og frumtala ¢ sem gengur ekki upp i n. Gerum rad
fyrir ad v? sé ekki rot & f. Par sem v? er frumstaed n-ta einingarrét, pa er
v? 1ot & &, = fg, svo ad v? er pa 16t & g. En ba er v rét & marglidunni
g(X7), svo ad f(X) gengur upp i ¢(X7), segjum ¢g(X9) = f(X)h(X). Par
sem ¢(X?) € Z[X] og f(X) € Z[X] er stoolud, ba er h(X) € Z[X]. Nu
er g(X?) = ¢g(X)? og bar med g(X)? = f(X)h(X) modualo q. Ef k(X) er
frumpattur { f(X) modalé ¢ pba er k(X) bar med einnig frumpattur i g(X)
modulo g. En ba er k£(X) a.m.k. tvofaldur frumpattur i ®,, = fg modualo q.
Pad feer ekki stadist, pvi ad ®,, er adskiljanleg modald q. Pvi hlytur v¢ ad
vera 1ot & f.

Med prepun faest ad ef &k = g1 --- ¢, med frumtélum ¢, ..., q., sem ekki
ganga upp i n, pa er v* rot 4 f. En sérhverja frumsteeda n-tu einingarrét
(1 C) ma skrifa sem u*, bar sem k er 6sambpatta n, svo ad sérhver frumsteed
n-ta einingarrét er rot & f. Pad pydir a0 ®,, gengur upp 1 f. Petta synir ad
f=9ao,.

Setning 10. u sé frumstaed n-ta einingarrot { C. Péa er Q(u) Galois utvikkun
4 Q. Galois grapan Gal(Q(u)/Q) er einsmota grapu allra eininga i baugnum
Z/nZ.

S6nnun. Latum L = Q(u). Sérhver n-ta einingarrot (i C) er veldi af u, svo
a0 L er klofningskroppur fyrir X™ — 1 yfir Q. Samkveemt Setningu 8 er L
bvi Galois utvikkun & Q og Gal(L/Q) er einsmota hlutgripu i grapu allra
eininga i Z/nZ. En af Setningu 9 leidir ad [L : Q] = ¢(n) sem er jafnt fjolda
eininga { Z/nZ.

Rotardrdttur

I pessum undirkafla er n natturleg tala pannig ad kennitala K gengur ekki
upp i n. Vid gerum lika rao fyrir ad K hafi allar n-tu einingarrseturnar.
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Setning 11. Gefid sé stak a { K, a # 0. Latum L vera klofningskropp fyrir
margliduna X" — a yfir K. Pa er L Galois utvikkun & K. Galois gripan
Gal(L/K) er rasud og fjoldatala hennar gengur upp i n.

Sonnun. s € L sé 16t & X" —a og u € K sé frumsted n-ta einingarrét. Pa
eru stokin s, us, ..., u" 's allar reetur X" —a, svo ad L = K(s). K-einsmétun
L — L hlytur ad varpa s yfir i eitthvert s, par sem k er 6tvireett dkvardad
modilé n. Han akvardast lika af gildi s. Petta gefur pvi einteeka gripumoétun
Gal(L/K) — Z/nZ.

Setning 12. L sé Galois utvikkun 4 K bannig ad Galois gripan Gal(L/K)
sé rasud og hafi fjoldatolu n. Pa er til stak a 1 K, a # 0, pbannig ad L = K(s)
med rot s & margliounni X™ — a. Auk pess er X" — a frummarglioa yfir K.

Sénnun. ¢ € Gal(L/K) spanni Gal(L/K) og u € K sé frumstaed n-ta
einingarrét. Par sem varpanirnar o%,...,0" ! : L — L eru linulega 6hadar
yfir L (heimaverkefni), b4 er til # € L bannig ad s = .1 u "0’ (z) # 0.
Augljosir reikningar syna nti ad o(s) = us og med prepun faest ad 0/ (s) = u’s.
Latum a = s™. Pa fest ad o(a) = a, svo ad a € K. Auk bess faest ad stokin
s,0(8),...,0"1(s) eru 61l mismunandi, svo ad idy, er eina stakid i Gal(L/K)
sem leetur s fast. Af pvi leidir ad L = K (s). Par sem s er rot & X" — a og
[K(s): K] =n, ba hlytur X™ — a ad vera lagmarglida s yfir K.

Leysanlegar jofnur

Utvikkun L 4 K er s6gd vera einfold rétattvikkun 4 K ef L = K(s) bar
sem s er rot 4 marglidu af taginu X" — a yfir K.

Utvikkun L & K er s6gd vera rotautvikkun a4 K ef til er turn K = Ly C
Ly C .- C L, = L af af atvikkunum a4 K pannig ad L; sé einfold rotaunt-
vikkun & L; 1, i =1,...,m. Pad bydir ad L = K (s1, ..., S,) bannig ad fyrir
sérhvert ¢ = 1,...,m sé til nattarleg tala n; pannig ad s € K(s1,...,8;_1).
Vid segjum ba ad (1, ..., Sy,) sé rotaruna fyrir L yfir K.

Setning 13. L sé rotautvikkun 4 K og N sé normleg lokun L yfir K. P4 er
N lika rotautvikkun a K.

Sénnun. Latum K vera algebrulega lokun & L K sem inniheldur NV og latum
©1,- -, pn vera allar K-motanir fra L yfir i K. Ef (sq,...,s,,) er rotaruna
fyrir L yfir K pa er

(901(51)’ s 7Q01(8m>’ s 79071(31)7 cee Qpn(sm))

rotaruna fyrir N yfir K.
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f # 0 sé marglida yfir K. Sagt er ad jafnan f(z) = 0 sé leysanleg (med
rotardreetti) yfir K ef til er rotattvikkun L & K bannig ad f klofnar yfir L.

(Annar moguleiki veeri ad segja ad jafnan f(z) = 0 veeri leysanleg (med
rotardreetti) yfir K ef til veeri rotautvikkun L & K pannig ad f hefdi rot i
L. Samkvemt Setningu 13 meettum vid pa gera rad fyrir ad L veeri norm-
leg utvikkun 4 K. Fyrir frummargliou f yfir K fengjum vid pvi jafngilda
skilgreiningu.)

I pvi sem eftir er undirkaflans munum vid gera rad fyrir ad kennitala K
sé 0.

Neesta setning er setning Galois.

Setning 14. f # 0 sé marglida yfir K og GG sé Galois grupa f yfir K. Jafnan
f(x) =0 er leysanleg yfir K ba og bvi adeins ad gripan G sé leysanleg.

Soénnun. Jafnan f(z) = 0 sé leysanleg yfir K. Pa er, samkveemt Setningu 13,
til Galois rotatutvikkun L & K bannig ad f klofnar yfir L. Latum (sq, ..., S;)
vera rotarunu fyrir L yfir K og skrifum L; = K(s1,...,s;), 1 =0,1,...,m.
Latum ny, ..., n,, vera natturlegar tolur pannig ad s} € L;_; og latum n vera
minnsta samfeldi nq, ..., n,,. Litum u vera frumstaeda n-tu einingarrét. Péa
er L(u) rotautvikkun & K bvi ad (u, s1, ..., Sp) er rotaruna fyrir L(u) yfir K.
Auk bess er L(u) Galois utvikkun & K pvi ad ef L er klofningskroppur fyrir
margliduna g yfir K pa er L(u) klofningskroppur fyrir margliduna (X" —1)g
yfir K. DPetta synir ad vi0 megum gera rad fyrir ad s; sé frumsted n-ta
einingarr6t og ad L; ; hafi allar n;-tu einingarrseturnar ef ¢ > 1.

Latum pa H = Gal(L/K). Turninum K = Lo C Ly C--- C L,, = L
samsvarar pa turn H = Hy 2 Hy O --- D H,, = {id;} af hlutgrapum i
H. Samkveemt Setningu 8 er L; = K(u) Galois utvikkun & K og Galois
grupan Gal(L;/K) er vixlin. Pad pydir ad H; er normleg hlutgrapa i H og
ad deildagriapan H/H; er vixlin. Na séi > 1 og a; = s;* € L;_—y. Pa er
L; hlututvikkun i klofningskroppi fyrir margliduna X" — a; yfir L; ;. Af
Setningu 11 leidir pvi ad L; er Galois atvikkun & L; ; og a0 Galois graupan
Gal(L;/L;—) er vixlin. Pad pydir ad H; er normleg hlutgripa i H; ; og ad
deildagrapan H; ;/H; er vixlin. Petta synir ad grupan H er leysanleg.

Latum ni N C L vera klofningskropp fyrir f yfir K. Pa er G =
Gal(N/K) = Gal(L/K)/Gal(N/L) = H/Gal(N/L) einsmota deildagripu
af leysanlegri grupu og pvi leysanleg.

N sé G leysanleg. Latum N vera klofningskropp fyrir f yfir K. Paer G =
Gal(N/K). Latum n = #(G) og latum u vera frumstaeda n-tu einingarrot.
Latum L = N(u). Pa er L Galois utvikkun & K bvi ad L er klofningskroppur
fyrir margliduna (X" — 1) f yfir K. Latum H = Gal(L/K). Pa er grapan H
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leysanleg bvi ad Gal(L/N) er vixlin samkveemt Setningu 8 og H/Gal(L/N) =
G, sem er leysanleg samkvaemt forsendu. Latum H; = Gal(L/K(u)). Pa
er Hy hlutgrapa i leysanlegri grupu og pvi leysanleg. Pad er pvi til turn
H, O .-+ O H, = {idy} af hlutgrapum i H; bannig ad H; er normleg
hlutgrapa i H;_; og bannig ad H;_1/H; er rasud, i = 2,...,m. Turninum
H=Hy 2> H 22 H, = {id.} af hlutgrapum i H samsvarar turn
K=1LyCL C--CL, =1L af atvikkunum & K og L; = K(u). Ef
1 > 1 péa er L; einfold rotautvikkun & L;_; samkveemt Setningu 12. L er pvi
rotautvikkun & K og jafnan f(z) = 0 par med leysanleg yfir K.

I seinni hluta sénnunar setningar Galois hefdum vid getad valid turninn
Hy, O --- D H,, = {id;} af hlutgrapum { H; bannig ad #(H;/H;_1) veeri
frumtala p;, ¢ = 2,...,m. Fyrir framhald sénnunarinnar hefoum vid pé
einungis purft ad L; hefdi allar p;-tu einingarrseturnar, i = 2,...,m.

Ef na p er steerst frumtalnanna ps, ..., p, pad ma nota somu roksemdir &
margliduna X? —1 yfir K istad f. Par sem grada klofningskropps fyrir pessa
margliou yfir K er minni en p, pé faest eftirfarandi setning med prepun.

Setning 15. f # 0 sé marglida yfir K. Ef jafnan f(z) = 0 er leysanleg
yfir K pa er til rotaiutvikkun L 4 K pannig ad f klofnar yfir L og rétaruna
(81, -+, 8m) fyrir L yfir K bannig ad fyrir sérhvert i = 1,...,m gildir ad s;
er rot & frummarglidu X7 — a; yfir K(sq,...,s;_1) bar sem p; er frumtala og
K(s1,...,8;_1) hefur allar p;-tu einingarreeturnar.

Almenna jafnan af n-tu graou

Latum Xq,..., X, vera 6hadar breytur yfir K. Fyrir sérhvert stak o i
umradanagriapunni S,, er pé til ein og adeins ein K-motun K (X, ..., X,) —
K(Xy,...,X,) sem varpar X; 1 Xy, ¢ = 1,...,n. Vido taknum bessa K-
motun lika med o. Petta gefur okkur pa talkun & S, sem hlutgrapu i
Autg (K (X1,...,X,)). Latum M vera fastakroppinn. Vid vitum (heima-
verkefni) ad K (X3,...,X,) er ba Galois utvikkun & M og ad Galois grupan
er S,.

Latum

Vi = X4+ X,
Y, X1 Xo+ X4 Xs+ -+ X, 1 X,
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vera einfoldu samhverfu marglidurnar i breytunum X, ..., X,,. Pa er 1jost ad
K(Yi,...,Y,) € M og ad K(X,...,X,) er klofningskroppur fyrir marglio-
una X" =Y, X" . (=1)"Y, yfir K(Y1,...,Y,). Af bvi sidarnefnda leidir
ad [K(X1,...,X,): K(Y1,...,Y,)] <nl. En [K(Xy,...,X,): M] =nl svo
ad pvi hlytur M = K(Y1,...,Y,).

Petta pydir a0 sérhvert samhverft reett fall 1 Xy,..., X,, ma skrifa sem
reett fall 1 Y7, ..., Y,. (Raunar méa lika syna ad sérhverja samhverfa margliou
i Xq,...,X, megi skrifa sem marglidu i Y3,...,Y},.)

Latum na Uy, . .., U, vera nyjar 6hadar breytur yfir K og skrifum K fyrir
K(U,...,U,). Jafnan

2" — U™ P+ (=1)"U, =0

er b4 nefnd almenna n-tu gradu jafnan yfir K.
Latum L vera klofningskropp fyrir margliduna

X" U X" 4 (1)U,
yfir K og latum Vi,...,V, € L vera reetur hennar. P4 er
X' —U X" 4+ (1)U = (X = V1) (X = V})
svo ad

U = Vit +V,
Uy = Vilh +ViVs+---+ V4V,

Sér i lagi er K[Uy,...,U,] C K[V1,...,V,].

bPar sem Uy, ..., U, eru 6hadar breytur yfir K, pa er til ein og adeins ein
K-moétun K[Uy,...,U,] = K[Y1,...,Y,] sem varpar U; 1 Y;, i =1,...,n. A
sama hatt er til ein og adeins ein K-motun K[X,..., X,| = K[Vi,...,V,]
sem varpar X; i V;, 1 =1,...,n. Auk pess er orvaritio

K[Uy,...,U)] € K[Vi,...,V]
i T
K[Yi,....Y,] C K[X....,X,]
greinilega vixlid. Af pvi leidir ad K-mo6tunin KUy, ..., U,] — K[Y3,. o Y]

er eintaeek og par med gagnteek. Hun gefur pvi af sér einsmétun K —

K(Yi,...,Y,).
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Latum nu 2 vera algebrulega lokun & K(Xj,...,X,). P4 ma framlengja
K-moétunina K — K(Yy,...,Y,) 1 K-motun ¢ : L — Q. bar sem o(U;) = Y;
i=1,...,n,0g Vjer rét 4 marglidunni X" — U3 X" '+ .-+ (=1)"U,, bé er
@(V;) 16t & marglidunni X" —Y; X" 4. . (=1)"Y, = (X —X;) - - - (X = X,).
Af bessu sést ad ¢ gefur af sér gagntecka vorpun {V4,...,V,,} = {X1,..., X,,}
og par med einsmétun L — K(Xy,...,X,). bar sem 160 Vi, ...,V skiptir
ekki mali, megum vid gera rad fyrir ad ¢(V;) = X;, i =1,...,n.

Petta synir ad L er Galois ttvikkun & K og ad Galois grupan er einsmoéta
Sp. Vid hofum bvi sannad eftirfarandi setningu.

Setning 16. Almenna n-tu gradu jafnan yfir K er adskiljanleg og Galois
gripa hennar er einsméta umradanagrapunni .S,,.

Neesta setning er setning Abels.

Setning 17. Ef kennitala K er 0 og n > 4 ba er almenna n-tu graou jafnan
yfir K ekki leysanleg.

Sonnun. Ef n > 4 ba er S, ekki leysanleg.

Latum D = [[,_;(Vi — V;)%. Pa er D greinilega samhverf marglida {
Vi,...,Vu. Pvi ma skrifa D sem reett fall (raunar margliou) { Uy, ..., U,.
Petta stak D heitir adgreinir almennu n-tu gradu jofnunnar yfir K. Ef
kennitala K er ekki 2 b4 mé syna ad hlututvikkunin 4 K { L, sem sam-
svarar hlutgrapunni A, i S, er K(v/D).

41



